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RESUMEN

El presente documento constituye una guia didactica, disefnada como material de referencia
para el taller "Desarrollo del Pensamiento Matematico”, dirigido a docentes en formacion de
Educacion Primaria. Su proposito es fortalecer las competencias matematicas y didacticas de
los futuros docentes mediante la vivencia del enfoque de las tres etapas cognitivas de Jerome
Bruner (1966): Enactiva, Iconica y Simbdlica (EIS), aplicado a contenidos fundamentales del
Calculo —funciones, limite, continuidad y derivada— vy articulado con las competencias,
capacidades y desempeiios del Curriculo Nacional de Educacion Basica (CNEB) del Peru, desde
1.° hasta 6.° grado de primaria. La propuesta se organiza en tres jornadas de trabajo y siete
modulos tematicos, cada uno con definiciones conceptuales fundamentales, secuencias
didacticas progresivas —que avanzan de la accion corporal a la representacion visual y
finalmente al lenguaje matematico formal—y listas diferenciadas de materiales educativos de
bajo costo, mayoritariamente reciclables, que hacen el taller replicable en cualquier contexto
escolar peruano. El proceso culmina con el disefio de una Unidad de Aprendizaje que integra al
menos dos bloques tematicos del silabo, una situacion significativa, evidencias de aprendizaje,
criterios e instrumentos de evaluacion formativa. Se sostiene, como principio rector, que ningun
concepto matematico debe presentarse en forma simbdlica sin haber transitado antes por la
experiencia corporal y la representacion iconica, base cognitiva del aprendizaje significativo en
la ensefianza de la matematica. La propuesta aporta a la formacion inicial docente una
herramienta innovadora que conecta la matematica superior con la practica pedagogica del aula
de primaria, contribuyendo a mejorar la calidad de la ensefianza del pensamiento matematico
en el sistema educativo peruano.

Palabras clave: pensamiento matematico; etapas cognitivas EIS; Jerome Bruner; formacion
docente; educacion primaria; didactica del calculo; curriculo nacional de educacion basica.

ABSTRACT

This document is an original didactic guide designed as reference material for the workshop
“Development of Mathematical Thinking,” aimed at pre-service Primary Education teachers. Its
purpose is to strengthen the mathematical and pedagogical competencies of future teachers
through direct experience with Jerome Bruner's (1966) three cognitive stages: Enactive, Iconic,
and Symbolic (EIS), applied to fundamental Calculus content —functions, limit, continuity, and
derivative— and articulated with the competencies, capacities, and performance standards of
Peru's National Basic Education Curriculum (CNEB), from 1st to 6th grade of primary school. The
proposal is organized into three working sessions and seven thematic modules, each containing
core conceptual definitions, progressive didactic sequences —moving from bodily action to
visual representation and finally to formal mathematical language— and differentiated lists of
low-cost, mostly recyclable educational materials that make the workshop replicable in any
Peruvian school context. The process culminates in the design of a Learning Unit that integrates
at least two thematic blocks of the syllabus, a meaningful situation, learning evidence, and
formative assessment criteria and instruments. As a guiding principle, the proposal holds that
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no mathematical concept should be introduced symbolically without first passing through
bodily experience and iconic representation, a sequence considered the cognitive foundation of
meaningful learning in mathematics teaching. The proposal offers pre-service teacher
education an innovative tool that connects higher mathematics with pedagogical practice in the
primary classroom, contributing to improving the quality of mathematical-thinking instruction
within the Peruvian education system.

Keywords: mathematical thinking; EIS cognitive stages; Jerome Bruner; teacher training;
primary education; calculus didactics; national basic education curriculum.
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INTRODUCCION

Presentacion y objetivos del taller
Fundamentacidn, propdsito y estructura general

PRESENTACION

La presente obra, concebida originalmente como guia didactica para el taller “Desarrollo del
Pensamiento Matematico” dirigido a docentes en formacion de Educacién Primaria, se presenta aqui en
formato de libro para su publicacion académica, conservando su enfoque practico y su fundamentacion
tedrica. El material articula, de manera progresiva y sistematica, los fundamentos matematicos del
Calculo con la didactica del Curriculo Nacional de Educacion Basica (CNEB) peruano, a través del enfoque
de las tres etapas cognitivas de Jerome Bruner (1966): Enactiva, Iconica y Simbdlica (EIS).

La guia se organiza en tres jornadas de trabajo y siete modulos tematicos. El Dia 1 aborda Relaciones,
Funciones y Algebra de Funciones (Mddulos 1y 2); el Dia 2 desarrolla Limite y Continuidad (Médulos 3y
4); y el Dia 3 integra Derivada, Graficacion y Planificacion Curricular (Mdédulos 5, 6 y 7). Cada mddulo
presenta las definiciones conceptuales fundamentales, su conexion con los desempenos del CNEB por
grado (1.° a 6.° de primaria) y una secuencia didactica completa con la progresion EIS, que avanza del
movimiento corporal a la representacion visual y finalmente al lenguaje matematico formal.

El principio rector que guia todo el material es claro: ningun concepto matematico debe presentarse de
forma simbodlica sin haber transitado primero por la experiencia corporal y |a representacion visual. Esta
secuencia no es optativa: es la base cognitiva del aprendizaje significativo. El material incluye, ademas,
las listas de materiales educativos necesarios para cada jornada, diferenciando entre materiales de
reciclaje y materiales de papeleria, con la finalidad de hacer el taller accesible y replicable en cualquier
contexto escolar peruano.

El contenido de esta obra es de autoria de los firmantes; los términos de su reproduccion y distribucion
quedan sujetos a lo que determine la editorial responsable de la presente publicacion.

OBJETIVOS DEL TALLER

Objetivo general

Fortalecer las competencias matematicas y didacticas de los docentes en formacion de Educacion
Primaria, mediante la vivencia del enfoque EIS aplicado a contenidos de Calculo y su articulacion con las
competencias del Curriculo Nacional de Educacion Basica (CNEB).

Objetivos especificos

1. Comprender los fundamentos conceptuales de funciones, limite, continuidad y derivada, y su conexion con
los aprendizajes esperados en Educacion Primaria segun el CNEB.

2. Disefar y ejecutar secuencias didacticas utilizando la progresidn Enactiva—lcdnica—Simbolica con
materiales concretos de bajo costo, vinculados a situaciones reales del aula de primaria.

3. Articular los contenidos matematicos del taller con las competencias y desempefios del CNEB, desde 1.°
hasta 6.° grado de primaria, identificando la progresion de los aprendizajes por ciclo.

4. Elaborar una Unidad de Aprendizaje integrando al menos dos bloques tematicos del silabo DPM, con
situacion significativa, evidencias de aprendizaje, criterios de evaluacion e instrumento de evaluacion
formativa.

PAadina 8 de 88




CAPITULO I
Fundamentos tedricos: las etapas cognitivas de Bruner en la didactica de la

matematica
Marco conceptual EIS — Enactiva, Icénica, Simbdlica

LAS TRES ETAPAS COGNITIVAS DE BRUNER EN LA DIDACTICA DE LA
MATEMATICA

Bruner (1966) propone que todo aprendizaje matematico significativo debe transitar por tres modos de
representacion progresivos e interconectados. Para la formacion de docentes de primaria, este modelo
es esencial porque articula el cuerpo, laimagen y el simbolo en una secuencia pedagogicamente sélida.
Precision conceptual: en esta guia, el modelo EIS de Bruner (1966) se opera mediante el enfoque
Concreto-Pictdrico-Abstracto (CPA), la traduccion didactica del modelo bruneriano adoptada por el
Ministerio de Educacion de Singapur desde el Primary Mathematics Project (1979-1980) y con una
correspondencia uno a uno documentada entre ambos modelos (Leong, Ho, & Cheng, 2015). EIl CPA ha
mostrado eficacia en el desarrollo del pensamiento algebraico en distintos niveles educativos
(Kurniawan, Budiyono, Sajidan, & Siswandari, 2020), aunque su aplicacion mas alla de la aritmética
elemental —como la propuesta aqui, hacia el calculo— sigue siendo un area de investigacion incipiente
(Lutfi et al., 2024). Las referencias a Calle (2021), Campos (2020) y Zapatera (2020) documentan la
aplicacion del método CPA/Singapur en aulas de primaria y se citan aqui como evidencia de su
implementacion en el aula —no como fuentes originales de la teoria de Bruner—, la cual se sustenta
directamente en Bruner (1966).

Etapa Enactiva (Accion):

Segun Calle (2021), la etapa enactiva se centra en el uso de materiales manipulables para la ensefanza
de conceptos matematicos, lo que facilita la interaccion fisica de los nifios con el contenido. Por ejemplo,
al ensefar la suma, se pueden emplear bloques o fichas para que los nifios realicen operaciones con
objetos tangibles. En esta fase, la utilizacion de materiales fisicos manipulables permite una
representacion palpable de las situaciones planteadas, lo que es fundamental para la comprension inicial.
Las actividades tipicas incluyen la lectura del problema y la identificacion de sus elementos clave (Coy,
Fuel, Durany Coloma, 2024).

La hormiga aprende sobre la hoja manipulandola. La carga, la siente y experimenta su peso y textura a
través del movimiento fisico.

Etapa Iconica (Imagen):

Segun Campos (2017) . En esta fase, los estudiantes representan los conceptos matematicos mediante
dibujos, diagramas o esquemas, lo cual actua como un puente entre la manipulacion concreta de objetos
y el uso de simbolos abstractos.

En esta etapa, después de resolver una suma con bloques en la etapa concreta, los nifios pueden dibujar
circulos o cuadros que representan esos mismos bloques, permitiéndoles visualizar la operacion sin
depender de materiales fisicos. Al abstraer la informacién mediante imagenes, los estudiantes fortalecen
su comprension y se preparan eficazmente para el siguiente nivel, que es la abstraccion simbdlica.

La hormiga ya no necesita tocar la hoja para saber qué es. Puede reconocerla a través de
una representacion visual o un dibujo, identificando sus rasgos caracteristicos sin tenerla presente.
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Etapa Simbodlica (Lenguaje):

Segun Zapatera (2020), la etapa abstracta constituye el nivel mas avanzado del proceso, en el cual el
estudiante emplea simbolos matematicos, nUmerosy expresiones algebraicas sin la necesidad de recurrir
a materiales concretos o representaciones visuales.

En este nivel, los alumnos desarrollan la capacidad de razonar ldgicamente, solucionar problemas
mediante procedimientos formales y aplicar conceptos matematicos en diversos contextos. El transito
hacia la abstraccidn requiere que los estudiantes hayan interactuado previamente con objetos reales y,
posteriormente, con representaciones graficas, garantizando de esta manera un aprendizaje
significativo y profundo.

La hormiga utiliza simbolos abstractos (como la palabra "HOJA" o una férmula quimica) para
representar el concepto. Es el nivel mas alto de abstraccion, donde el conocimiento se almacena enforma
de codigos o lenguaje.

Figuraa
Etapas del aprendizaje seqgun Bruner

BRUNER: LAS ETAPAS DEL APRENDIZAJE

1. ETAPA ENACTIVA . 2.ETAPAICONICA 3. ETAPA SIMBOLICA
(Accion Directa)
(0-1 afio approx.) (1-6 afios approx.) (7 afios en adelante)

Il 'ESFUERZO

FUERZA x
DISTANCIA'

F(ant)

'ESFUERZO = FUERZA x DISTANCIA'

F(ant)
& = I

APRENDIZAJE A TRAVES DE LA REPRESENTACION MEDIANTE
ACCION FiSICA Y MANIPULACION. IMAGENES Y ESQUEMAS.
(The ant learns by rolling a stone). (The ant visualizes how to carry a stone USO DE LENGUAJE, NUMEROS Y FORMULAS.
through a picture). (The ant calculates the effort using abstract formulas).

Nota. Elaboracion propia basada en Toward a Theory of Instruction de Jerome Bruner (1966).

Hacia una cuarta capa: la IA generativa como apoyo al modelo EIS

Un desarrollo reciente y todavia poco explorado en la literatura es el papel de la inteligencia artificial (1A)
generativa como herramienta de apoyo —no como sustituto— de las tres etapas EIS. Kim, Park y Joung
(2026) muestran que los docentes en formacion que usan actividades de planteamiento de problemas
asistidas por IA generativa (como ChatGPT) mejoran su capacidad de detectar y corregir errores
matematicos, aunque persisten brechas en su preparacion para el aula, lo que subraya que la IA debe
integrarse con supervision pedagogica explicita. Walkington (2026), en su revision sobre las
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implicaciones de la IA generativa para la educacion matematica, identifica cuatro usos con mayor
potencial: resolucion de problemas, tutoria y retroalimentacion, adaptacion de tareas al nivel del
estudiante, y apoyo a la planificacion docente —los cuatro compatibles con la progresion EIS de esta guia.

En esta propuesta, la IA generativa puede emplearse en la etapa iconica —por ejemplo, para generar
variaciones de una representacion grafica o proponer contextos alternativos a la 'feria escolar' adaptados
a la realidad de cada aula—y en la planificacion docente de la Unidad de Aprendizaje del Capitulo V,
siempre bajo la revisidn critica del profesor. Se recomienda a los docentes en formacion validar todo
contenido generado por IA antes de llevarlo al aula, dado que estas herramientas pueden producir errores
matematicos no evidentes (Kim et al., 2026; Anda y Medina, 2024).

Veamos las siguientes actividades

ENACTIVA ENACTIVA 2 SIMBOLICA (Lenguaje
(Cuerpo en movimiento) (Mesa de trabajo) ICONICA (Imagenes) formal) -
El estudiante usa su Manipula objetos Dibuja, esquematiza, Escribe numeros,
propio cuerpo para vivirel | concretos en la grafica. El concepto formulas, notacion
concepto: caming, salta, mesa: semillas, se representa matematica. El concepto
Actividades forma filas, agrupa tapas, bloques, mediante imagenes, se expresa con lenguaje
personas. El movimiento tarjetas. Las manos | diagramas o graficos. | matematico formal.
ES el concepto. median el
concepto.

LAS 3 ETAPAS EIS — LA BASE DE TODA BUENA CLASE DE MATEMATICA

ETAPA 1: ENACTIVA (HACER)

El cuerpo ES el concepto

El estudiante vive el concepto con su cuerpo. Primero en movimiento por el espacio (patio, aula); luego
manipulando objetos reales en su mesa de trabajo.

Para aprender FUNCION: los alumnos forman pares (dato de entrada — dato de salida) y caminan formando la
'regla’.

Para aprender PATRON: palmadas FUERTE-suave-FUERTE-suave... el cuerpo siente el ritmo antes de escribirlo.

ETAPA 2: ICONICA (VER)

El dibujo representa el concepto

El estudiante dibuja, esquematiza o grafica lo que vivid en el cuerpo. Las imagenes conectan la experiencia
fisica con el simbolo matematico.

Para aprender FUNCION: dibuja el diagrama de flechas o grafica puntos en papel cuadriculado.

Para aprender PATRON: dibuja la secuencia de figuras o de colores en su cuaderno.

ETAPA 3: SIMBOLICA (ESCRIBIR)

El simbolo expresa el concepto

Recién aqui el estudiante usa letras, niUmeros y formulas. Este paso SOLO tiene sentido si ya paso por las dos
etapas anteriores.

Para aprender FUNCION: escribe f(x) = 2x + 1y calcula f(3) = 7.

Para aprender PATRON: escribe la regla general 'an = a1 + (n-1)d' para progresion aritmética.

REGLA DE ORO — No te la saltes nunca
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NUNCA presentes un concepto matematico en forma simbdlica (féormula, letra, nUmero) sin antes haberlo
vivido corporalmente (enactiva) y dibujado (iconica). Si un nifio de primaria todavia no ha tocado, movido o
dibujado el concepto, no esta listo para la formula. Respetar este orden es la diferencia entre un docente que
'explica' y un docente que 'ensefia’.

CAPITULO Il

Relaciones, funciones y algebra de funciones
Unidad I del silabo DPM - Dia 1 - Mddulos 1 y 2

DiA1
Relaciones, Funciones y su Didactica en Educacion Primaria
Unidad | del silabo DPM /Competencias CNEB: Regularidad, equivalencia y cambio - Cantidad

MODULDO 1: Del Producto Cartesiano a las Funciones — ;Para qué sirven en el aula de
Primaria?

¢Por qué necesito aprender esto?

Cuando un nifo de 5.° grado llena una tabla como 'si compro 1 cuaderno pago S/ 3, si compro 2
pago S/ 6, si compro 3 pago S/ 9..." esta trabajando con funciones sin saberlo. Tu trabajo como
docente es ayudarlo a descubrir la REGLA que hay detras de esa tabla. Para eso, primero TU
necesitas entender qué es una funcion desde sus bases.

La investigacion en formacion docente respalda directamente este punto de partida: Wilkie (2014)
encontro que muchos profesores de primaria en ejercicio tienen un conocimiento limitado para ensefar
el pensamiento funcional en algebra, en particular para reconocer la estructura de una funcion detras de
una tabla o un patrdn. Slavickova y Vargova (2018) reportan un patrén similar en futuros docentes:
dominan el calculo simbdlico de funciones, pero no siempre logran traducirlo a un razonamiento
funcional aplicable al aula. Por ello, este mddulo prioriza que el propio docente en formacion transite
primero por las etapas EIS antes de ensefarlas.

DEFINICIONES CONCEPTUALES FUNDAMENTALES

(3, b): par formado por dos elementos donde el orden importa.
(a, b) # (b, a) salvo que a = b.

Dos datos que van juntos Y en un orden que importa. Es como decir: '(primero
esto, después esto otro)'. El orden Si cambia el significado.

Par ordenado

Ejemplo 1: (Ana, 1.25 m) es el par (nombre, talla). Si lo escribes al revés (1.25 m,
Ana) ya no tiene sentido como dato.
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Ejemplo 2: En un mapa, el punto (3, 5) no es lo mismo que el punto (5, 3). Uno esta
en un lugar distinto.

En primaria: cuando los nifios organizan datos en tablas de doble columna, estan
usando pares ordenados sin saberlo.

Figura 2
Explora con la hormiga: el par ordenado

iEXPLORA CON LA HORMIGA: EL PAR ORDENADO!

(4, 3) = Un "Mapa" con dos mstrucclones (4,3)

! Lt (Pasosala Derecha/ljﬂw

HOJA DE

Pzl (4 3)4—— iHormiga, estas son las
@: oo instrucciones secretas!

——
4 5 6 7 8 9 10 o T
PASOSALADERECHA — -
1. EL PRIMER NUMERO (X) 2. EL SEGUNDO NUMERO (Y)
Este nimero te dice 3 Estendmero te dice
cuantos pasos dar a cuantos pasos dar
b — /a DERECHA. f ARRIBA,
P 02345678910 (Aqui, 4 pasos) 0 (Aqui, 3 pasos)

Nota. Elaboracion propia basada en Bruner (1966).
1. El primer nOmero (4): Es como caminar por el suelo del jardin hacia la derecha.
2. Elsegundo numero (3): Es como trepar por una ramita hacia arriba

AxB={(@,b):a€A, beB}.

Conjunto de todos los pares ordenados posibles entre los elementos de A
y B.

Producto Cartesiano

En primaria: organizar datos en tablas de doble entrada.
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Figura3
Explora con la hormiga: el producto cartesiano

[ i€l Encuentro Magico de Caminos: Armando Parejas! |...
&)

S

pista| ...

Ao

1. Los dos grupos (Conjuntos)

Para que ocurra el "encuentro magico", necesitamos dos equipos:

Conjunto X (Letras): Son las duefas del camino horizontal (el suelo). Tenemos a {A, B, C, D}.
Conjunto Y (NUumeros): Son los duefios del camino vertical (la pared). Tenemos a {1, 2, 3, 4}.

2. ;Qué es el Producto Cartesiano aqui?
El producto cartesiano (X x Y) es el conjunto de todas las casillas de la tabla. No falta ninguna. Es el
resultado de cruzar cada letra con cada nUmero.

Subconjunto R € A x B. Establece una correspondencia entre elementos de dos
conjuntos.

Cuando un elemento de un grupo se conecta con uno o mas elementos de
otro grupo. Es como un hilo que une dos cosas.

Ejemplo 1: 'Cada alumno tiene una nota' conecta el grupo {alumnos} con el grupo
{notas}. Eso es una relacion.

Ejemplo 2: 'Cada figura geométrica tiene un numero de lados' relaciona figuras
con numeros.

Relacion binaria

En primaria (2.°-2.°): relacionar animales con su sonido, figuras con su color,
numeros con su nombre.
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Figura 4
Explora con la hormiga: la relacidn binaria

;QUE ES UNA
RELACION E

El Producto Cartesiano son las 16 casillas.
RELACION es elegir solo algunas usando una regla.

SINARIA? ,
« NUESTRA RELACION BINARIA (Grupo Selecto):

8,2) g3 (0, =
L G (A, 1) = & El pastel
" Gallel
' (B, 2) > € La canasta
B’ 2 c, D, 4
) ('_ e (c,3)»®La manzan
Manzana (D, 1) = & Galleta 1

€3 (D, 4) (D, 4) > @ Galleta 2

1) " REGLA: |
Galeta  \ SOLO LAS PAREJAS )
- ; s CON UN DIBUJO
B C DO\ 4
FILA B (Categorias) | Ly 7

Producto Cartesiano tiene 16 parejas (todas las casillas). Pero si inventamos una regla: "Solo las parejas
que tienen un dibujo", nuestra Relacion Binaria seria este grupo selecto:

(A, 1) - El pastel =
(B, 2) - La canasta de picnic wr
(C,3)-Lamanzana @

(D, 1) y (D, 4) - Las galletas &%

f: A — B es una relacion donde a cada elemento del dominio le corresponde
exactamente un elemento del rango. Regla de correspondencia Unica.

En primaria: 'la regla que convierte metros en centimetros'.

Una relacion ESPECIAL donde cada elemento de entrada tiene UNO Y SOLO
UN elemento de salida. Como una maquina: metes una cosa, siempre sale la
misma cosa.

Funcion

Ejemplo 1: 'El precio de los cuadernos.' Si1 cuaderno cuesta S/ 3, SIEMPRE cuesta
S/ 3. No puede costar a veces S/ 3y a veces S/ 5. Eso es funcion.

Ejemplo NO funcion: 'La nota de un alumno.' Un alumno podria tener notas
distintas en distintas pruebas. No es funcion si la misma entrada da salidas
diferentes.

En primaria (5.°-6.°): tablas de proporcionalidad, reglas de correspondencia,
patrones numéricos.
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Rango o recorrido

Figuras

Dom(f): conjunto de todos los valores de entrada (x) para los que la funcion esta
definida.

En primaria: los nUmeros que 'entran' a una maquina de funciones.
El conjunto de todos los valores que pueden ENTRAR a la funcion. Los datos
de entrada permitidos.

Ejemplo cotidiano: Si la funcion es 'precio de cuadernos = S/ 3 x cantidad', el
dominio son los nUmeros enteros positivos (no puedes comprar -2 cuadernos ni
1.5 cuadernos).

Ejemplo visual: en una tabla T, la columna de la IZQUIERDA es el dominio.

En primaria: los nifos aprenden esto cuando preguntan ';qué valores puedo
poner en esta tabla?"

Ran(f): conjunto de todos los valores de salida (y) que la funcion puede producir.
En primaria: los resultados que 'salen' de la maquina.

El conjunto de todos los valores que pueden SALIR de la funcion. Los
resultados posibles.

Ejemplo cotidiano: Sientran 1, 2, 3, 4 cuadernos, salen S/ 3, 6, 9, 12. Esos valores
de salida son el rango.

Ejemplo visual: en una tabla T, la columna de la DERECHA es el rango.

En primaria: los nifios los ven como 'los resultados de la regla'.

Explora con la hormiga: la funcién matemdtica

LA MAQUINA DE COORDENADAS DE LA HORMIGA:

UNA FUNCION MATEMATICA
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Paso 1 (Entrada - Eje X): La hormiga elige un nimero del suelo (las abscisas) y lo mete en la maquina.
Este es el Dominio.

Paso 2 (La Magia - Funcidn): Dentro de la maquina, el nUmero cambia segun una regla secreta.

Paso 3 (Salida - Eje Y): El nuevo nUmero sale por la rampa vertical. Este es el Rango.

Paso 4 (El Nombre): Al final, unimos la entrada con la salida para darle su "nombre completo" a la
direccion: el Par Ordenado (X, Y).

f(x) = mx + b. Funcion de primer grado. Su grafica es una linea recta. mes la
pendiente (tasa de cambio) y b es la ordenada al origen. 'm' dice cuanto sube o
baja por cada paso, y 'b' es donde corta el eje vertical.

Ejemplo simple: f(x) = 3x (precio de cuadernos). m=3 significa que por cada
Funcion lineal cuaderno adicional el precio sube S/ 3.

Ejemplo con b: f(x) = 3x + 2 podria significar 'S/ 2 de delivery fijo mas S/ 3 por cada
cuaderno'.

En primaria (5.°-6.°): proporcionalidad directa y tablas de funcion. La grafica es
una linea recta que pasa (o no) por el origen.

Figura 6
Explora con la hormiga: la funcién lineal
iEl camino recto de la hormigal

— Camino de la hormiga (y = 2x + 1)
10

Distancia (centimetros)

0 T T T T
8] 1 2 3 4 S

Tiempo (segundos)

Imaginate que una hormiga esta caminando sobre un piso cuadriculado. Una funcidn lineal es
simplemente la regla que nos dice qué tan rapido se mueve y hacia donde va, pero con una
condicién especial: jla hormiga nunca puede doblar! Siempre debe caminar en una linea recta.
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Aqui tienes los puntos clave para entenderla:

El camino recto: Si dibujas todos los lugares por donde pasa la hormiga, siempre veras una linea
derecha, nunca curvas ni zigzags.

El paso constante (Pendiente): Si por cada paso que da hacia adelante (en el eje X), siempre
sube la misma cantidad de cuadritos (en el eje Y), eso es |la pendiente. Es como la "inclinacion”
de su camino.

El punto de partida (Ordenada al origen): Es el lugar exacto donde la hormiga cruza la linea
vertical del centro. Nos dice desde qué "altura" empezd su recorrido.

Ejemplo de la hormiga

Silareglaes y=2x +1:

La hormiga empieza en el nUmero 1 de la linea vertical.
Por cada paso que da a la derecha, sube 2 cuadritos.

Si unes esos puntos con una regla, veras su camino infinito.

f(x) = ax2 + bx + ¢, con a # 0. Su grafica es una parabola. En primaria: representa
situaciones de area (lado x lado = area).

Funcion cuadratica

Figurayz
Explora con la hormiga: la funcién cuadratica
iEl Tobogan Curvo de la Hormigal!

10

Altura

-3 -2 -1 0] 1 2 3
Tiempo / Posicion

La Hormiga en el Tobogan (Funcién Cuadratica)
La funcion cuadratica no es una linea recta, sino una curva llamada parabola.
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¢Qué pasa aqui?: A diferencia de la funcion lineal, aqui la distancia no aumenta de forma igual. Por cada
segundo que pasa, la hormiga gana muchisima mas velocidad. jEs como si tuviera un motor!

La forma de "U": El camino se ve como una curva. Sila hormiga sube y luego baja (o al revés), dibuja esa
forma de columpio o montana.
El punto mas bajo (Vértice): Es el lugar donde la hormiga deja de bajar y empieza a subir, o donde da la

vuelta.

Tabla 1:

Secuencia diddctica con enfoque en las etapas EIS para el aprendizaje de relaciones y funciones.

Que hacen los
estudiantes

ENACTIVA Cuerpo en

movimiento

ACTIVIDAD
CORPORAL: 'La
Maquina Humana' Un
alumnoes la
ENTRADA (dice un
numero), otro es la
REGLA (ej: dobla el
numero) (+3, x2), un
tercero es la SALIDA
(dice el resultado). Se
mueven por el aula
formando pares. La
clase adivina la regla.
Luego en el patio
forman pares fisicos
(par ordenado vivo)
tomandose de la mano
y cambiando de lugar.

ENACTIVA Mesa de
trabajo

CON OBJETOS EN LA
MESA: Usando tapas
de botellas y fichas de
carton, construyen el
diagrama de flechas.
La cuerda/lana une
cada entrada con su
salida. Llenan la tabla
T con semillas:
frijoles=entrada,
piedritas=salida.
Verifican la regla con
cada par concreto.

ICONICA Dibujos e
imagenes

CON DIBUJOS:
Dibujan el diagrama
de flechas en su
cuaderno. Grafican los
puntos en papel
cuadriculado.
Conectan los puntos y
observan si forman
una linea recta.
Colorean la lineay
etiquetan los ejes.

Visualizan la 'forma' de
la funcion: ¢es linea
recta? ;sube o baja?

SIMBOLICA Letras y
nUmeros

CON SIMBOLOS:
Escriben la notacion: f:
A — B f(x) = 3x f(2)=3,
f(2)=6... Identifican
dominio y rango con
llaves. Conectan con
CNEB 5-6 grado.

Escriben la notacion f: A
— B, f(x) =2x + 1.
Identifican dominio y
rango con llaves .
Usan la 'maquina de
funciones': f(3) = 2(3)+1
= 7

patrones de repeticion (ABAB) como ENACTIVA: palmadas con ritmo. | Bloques de colores
funcion de posicion. ICONICA: colorea la secuencia. reciclados, tapas de
SIMBOLICA: escribe R-A-R-A. botellas pintadas.
1.°y2.° Patrones de repeticion (rojo-azul-rojo-
azul...). El nino continua y crea
secuencias. Aun no usa la palabra
'funcion' pero vive la idea de regla.
Tablas de multiplicar como funciones ENACTIVA: filas de alumnos Fichas de carton,
f(x)=nx. relacion entre operaciones. representan la tabla del 3. geoplano, semillas para
3-°Y 4.° Proporcionalidad simple. ICONICA: tabla T dibujada. contar.
SIMBOLICA: n x 3 = resultado.
Proporcionalidad directa f(x) = kxy ENACTIVA: mercadito escolar Papel cuadriculado A4,
° reglas de correspondencia. |dentificar (precios). ICONICA: grafica de regla, fichas de precio
> la regla en tablas. Primeros graficos de puntos en papel cuadriculado. recicladas.
puntos. SIMBOLICA: f(x) = kx.
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Funciones lineales con pendiente. ENACTIVA: caminar a diferentes | Papel cuadriculado A3,
Graficas en plano cartesiano. velocidades (tasa de cambio). plumones de colores,
6.° Interpretar incrementos. ICONICA: graficar distancia vs cinta metrica.
tiempo. SIMBOLICA: f(x) = mx +
b.

Nota. Elaboracion propia basada en el enfoque del aprendizaje por descubrimiento de Bruner (1966).

MODULO 2: Algebra y Composicién de Funciones — Conexién con Operaciones en

Primaria

¢Por qué necesito aprender esto?

Cuando un nifio de 4.° aprende que multiplicar por 6 es lo mismo que multiplicar por 2 y luego por 3, esta
usando sin saberlo la COMPOSICION de funciones. Cuando descubre que dividir 'deshace' la
multiplicacion, esta usando la FUNCION INVERSA. Entender estos conceptos a fondo te permitira
ensenar las operaciones de primaria con mucho mas sentido.

DEFINICIONES CONCEPTUALES FUNDAMENTALES

(f + g)(x) = f(x) + g(x). Se suman los valores de salida para cada entrada x. En
primaria: sumar el precio de dos productos con precios variables segun cantidad.

Suma de funciones

Figura 8
Explora con la hormiga: la suma de funciones

Suma de Funciones: jHormigas en Equipo!

8
——- Hormiga Azul (f)
——- Hormiga Roja (g)
7 —— Suma de Fuerzas! (f+g)
& ) + glx)
BE e
-
= -
i -
g 47 7
= -7
= e
-
34 /,/
I” ‘_—'
’}’ J—--‘
-
2 et _ S
- —
,,”, T
- -
- ——"
Y ,,”’ _.—-'-”
/’, __—"—‘--—
f’__—’—
0 == :
o] 1 2 3 4 5

Pasos

El Equipo de Hormigas
Imagina que tenemos dos hormigas amigas:
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Hormiga Azul (f): Camina por una rampa bajita.
Hormiga Roja (g): Camina por otra rampa un poco mas inclinada.
¢Qué es la suma de funciones? (f+g)

Es como si una tercera hormiga se subiera en los hombros de la primera. La altura final es la suma de las
alturas de las dos hormigas anteriores.

Si la Hormiga Azul estd a 2 metros de altura y la Hormiga Roja a 3 metros, jla Hormiga Suma estard a 5
metros! (2+3=5)

Otro ejemplo:

Figurag
Explora con la hormiga: la suma de funciones

Suma de Funciones: La Recoleccion de la Hormiga

-—- fix) =2x (Migas)
=== g(x) =3 (Azlcar)
104 — (F+9)x)=2x+3 (Total)

12 -

Cantidad de Comida

0 1 2 3 4 5
Tiempo o Distancia (x)

Aqui tienes un ejemplo sencillo de como sumar dos funciones, usando a nuestra amiga la
hormiga para visualizarlo.

Imagina que una hormiga esta recolectando comida:

1. Funcion f(x): Representa las migas de pan que encuentra, por ejemplo: f(x) = 2x.

2. Funcién g(x): Representa los granos de azlcar que encuentra, por ejemplo: g(x) = 3
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Paso 1: Definir la suma

Para saber el total de comida que la hormiga lleva al hormiguero, simplemente sumamos

ambas funciones:

(f+ g)x) = f(x)+ g(x)

Paso 2: Sustituir y resolver =

Sustituimos los valores de nuestras funciones:

(f + g)x) = (2x) + (3)

(f+e)x)=2x+3

iY listo! El resultado final es una nueva funcion que representa el total recolectado por la

hormiga.

Composicion de funciones

(f o g)(x) = f(g(x)). Se aplica primero g y luego f al resultado. La salida de una
funcion es la entrada de la otra

Aplicar una funcidn, y luego aplicar OTRA funcion al resultado que obtuviste.
Es como pasar por dos maquinas sequidas.

Ejemplo cotidiano: Primero la MAQUINA 1 'multiplica por 2'. Luego la MAQUINA
2 'suma 3'. Si entras con el nUmero 5: 5 — x2 — 10 — +3 — 13.

En lenguaje matematico: (feg)(s) = f(g(5)) = f(20) = 13.

En primaria (3.°-4.°): 'primero multiplico y luego sumo' es exactamente una
composicion de funciones.
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Figura1o
Explora con la hormiga: la composicion de funciones

Composicion: g(f(x)) - iEl Relevo de la Hormigal

Magquina F Maquina G
(Doble) (Suma 3)

—— — ——

La Hormiga en la Fabrica de Dulces
Imagina que nuestra hormiga trabaja en una fabrica donde hay dos maquinas:
1.  Maquina F (El Saltador): Esta maquina toma a la hormiga y la hace saltar al doble de su altura.
(f(x)=2x))
Maquina G (El Cohete): Esta maquina toma lo que sale de la anterior y le suma 3 propulsores magicos.
((g(x)=x+3)
¢Qué es la composicion?
Es cuando metemos a la hormiga en la Maquina F y, segun sale, la metemos directamente en la Maquina
G.
Sila hormiga mide 1.cm...
Primero pasa por F: jAhora mide 2 cm!
Luego pasa por G: jSe le suman 3 propulsores y llega a 5!
En matematicas se escribe asi:
Es como decir: "Haz lo primero y, con ese resultado, haz lo segundo".

Ejemplo:
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Figurai1
Explora con la hormiga: ejemplo de composicion de funciones

Composicion: Gotas de Café — Energia — Distancia

m— (f ] g)(x) = 9x* (Distancia Final)

200 glx) = 3x (Energia Intermedia)

150 - H café potencia la distancia

o
=
it
% 100 - 0 ;Hormiga super
o=

50 .

D .
0 1 2 3 4 5
Gotas de café (%)

iClaro! Vamos con otro de composicion, pero esta vez pensamos en la velocidad de la
hormiga.

Imagina este proceso en cadena:

1. Funcion g(x): La hormiga toma x cantidad de café (gotas). La funcion es g(x) = 3x
(triplica su energia).

2. Funcién f(x): La distancia que recorre segin su energia (x) es f(x) = x2.

La Composicion (f = g)(x)

Aqui, la salida de las gotas de café (g) entra directamente a la funcion de distancia (f

).

El calculo paso a paso:

1. Tenemos fix) = x2,

2. Metemos g(x) dentro de esa x:
Flg(x) = (3x)
3. Resultado: (f = gl(x) = 9x2.
¢Qué paso aqui?

La hormiga no solo camina mas, sino que al combinar las funciones, su rendimiento crece de
forma cuadratica (mucho mas rapido) porque una funcidn potencia a la otra.
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fL:sifllevaa — b, entonces f1lleva b — a. 'Deshace’ la funcion original..
Ejemplo cotidiano: Si f multiplica por 3 (f(x)=3x), su inversa divide entre 3
(f-1(x)=x/3). Si entras 4 — sale 12. La inversa: entras 12 — sale 4.

En primaria: si multipliqué por 3 para llegar al resultado, divido entre 3 para
regresar al inicio

En primaria: la division es la inversa de la multiplicacion. La resta es la inversa de
la suma. Los nifios aprenden operaciones inversas en todos los grados.

Funcion inversa

Manera de explicarselo a un nifio: 'Si te puse un sombrero, para deshacerlo te lo
quito. La funcion inversa te quita el sombrero.'

Ejemplo:

Figurai2
Explora con la hormiga: la funcion inversa

U La hormiga regresa scbre sus pasos

Inicio (X) Llegada (Y)
fix)=x+3
‘e " o9
Se e 8
4e o/
“
flx)=x-3
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Para entender la funcién inversa {f‘l}, imagina que nuestra hormiga hizo un camino y
ahora tiene que deshacerlo para volver exactamente al punto de partida.

Si la funcién original flleva a la hormiga del punto A al B, la inversa f“ la devuelve del B
al A.

Ejemplo: El tunel de la hormiga

1. Funcion f(x) = x + 3: La hormiga camina 3 metros hacia adelante en el tunel.

2. Funcion Inversa f'l(x) = x — 3: Para regresar, la hormiga debe restar esos 3 metros
(caminar hacia atras).

Puntos clave:

» Eldominio de f se convierte en el rango de f_].
= En el diagrama sagital, las flechas simplemente cambian de sentido.

« Sila hormiga entro al tinel en el nimero 4 y salid en el 7, lainversatoma el 7 y la
escupe de vuelta en el 4.

Grafico de la Funcion Inversa
Aqui veras a la hormiga en su camino de ida (linea azul) y cémo seria su reflejo para volver a
casa (linea roja):
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Figuraa3
Explora con la hormiga: representacion de una funcion cuadrdtica

Funcién Inversa: jEl Camino de Regreso!

5
Voy
41
3
>
Vuelvo!
2 -
1 -
— |da: f(x) = 2%

Vuelta: f0'(x) = x/2

Espejo magico (y=x)
0 T T T T

0 1 2 3 4 5

La funcidn inversa es como el botdn de "deshacer" o una pelicula que se proyecta hacia atras.

La Hormiga y el Camino de Regreso

Imagina que nuestra hormiga camina desde su hormiguero hasta una flor siguiendo una regla.
La funcidn inversa es la regla que le dice cdmo volver exactamente por donde vino para llegar
a casa.

La Funcion (f): Es el viaje de ida. Por ejemplo: "Avanza 3 pasos".

La Funcion Inversa (f*): Es el viaje de vuelta. Para deshacer lo anterior, la regla seria:
"Retrocede 3 pasos".

El Espejo: En los graficos, la funcion y su inversa son como reflejos en un espejo magico (una
linea diagonal). Si la ida sube, la vuelta baja.
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y = kx, k constante de proporcionalidad. Al duplicar x, se duplicay. Cuando al
multiplicar la entrada por un numero, la salida se multiplica por el mismo
numero. La formula es y = kx, donde k es la constante.

Ejemplo: Si 1 kg de arroz cuesta S/ 4, entonces 2 kg cuestan S/ 8, 3 kg cuestan S/
12... Siempre multiplicas por 4. k=4.

Senal visual: en la gréfica es una LINEA RECTA que pasa por el origen (0,0).

En primaria: tablas de multiplicar, precios, recetas, conversion de medidas. Es el
contenido mas importante de 4.°y 5.°

Proporcionalidad directa

Figura 14
Explora con la hormiga: la proporcionalidad directa

0 Proporcionalidad Directa: Hormigas vs Hojitas

Constante (k) = 2 Ox5
10 1 y=2

Ox4

Ox2

Hojitas Cargadas (y)
o

Ox1

0 T T T T T
0 1 2 3 4 5 [}

Numero de Hormigas (x)

La proporcionalidad directa ocurre cuando dos cantidades aumentan o disminuyen en la misma
proporcion. Si una se duplica, la otra también.

Imagina a nuestra hormiga cargando hojitas:

Si 1 hormiga puede cargar 2 hojitas.

Si hay 2 hormigas, cargaran 4 hojitas.

Si hay 3 hormigas, cargaran 6 hojitas.

La relacion siempre es la misma (2 hojitas por cada hormiga). La férmula seria: y=kx (donde, k es la
constante de proporcionalidad, en este caso, 2)
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Caracteristicas clave:

1. Linea recta: La grafica siempre es una linea recta que pasa por el punto (0,0) (si hay
0 hormigas, hay 0 hojitas).

2. Crecimiento constante: Si el numero de hormigas sube, el nimero de hojitas sube al
mismo ritmo.

3. La Constante (k): Es el nimero por el que multiplicas la x para obtener la y. En este
gjemplo, k = 2.

y = k/x. Al duplicar x, y se divide entre 2. En primaria: velocidad-tiempo, nUmero
de trabajadores-dias.

Cuando al multiplicar la entrada por un nUmero, la salida se DIVIDE por el
mismo numero. La formula es y = k/x.

Proporcionalidad inversa Ejemplo: 2 trabajadores terminan un muro en 6 dias. Sison 3 trabajadores,
tardan 4 dias. Sison 6, tardan 2 dias. Mas trabajadores = menos tiempo.

Senal visual: en la gréfica es una CURVA (hipérbola) que nunca toca los ejes.

En primaria: velocidad-tiempo, numero de personas-dias de trabajo. Aparece en

5.°y6.°

Figuraas
Explora con la hormiga: la proporcionalidad inversa

“ Proporcionalidad Inversa: Mas hormigas, menos tiempo

— =120
0x1-=12 min

12 4

Amas 0, menos 00

10 - Xy =12

Ox2 -= &min

Tiempo para mover la galleta (y)

Oxé -= 2 min

0 T T T T T T
0 2 4 o] 8 10 12

Numero de Hormigas (x)
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La proporcionalidad inversa ocurre cuando una cantidad aumenta y la otra disminuye en la misma
proporcion. Siuna se duplica, la otra se reduce a la mitad.

Imagina a nuestras hormigas moviendo una galleta gigante:

Si1 hormiga hace el trabajo sola, tarda 12 minutos.

Sivienen 2 hormigas, tardan la mitad: 6 minutos.

Sivienen 3 hormigas, tardan solo 4 minutos.

y=-
La formula es X , donde es el trabajo total (en este caso, 12).

Diferencias con la directa:
1. La forma: No es una linea recta, es una curva llamada hipérbola.

2. El producto es constante: Si multiplicas el nimero de hormigas por el tiempo,
siempre te da el mismo resultado (1 X 12 =12,2X6 =12,3x4 = 12).

3. Sentido opuesto: Mientras mas hormigas ayuden (x crece), mas rapido terminan el
trabajo (y baja).

Figura 16
Explora con la hormiga: diferencias entre la proporcionalidad directa e inversa

Proporcionalidad: jEl Trabajo de la Hormiga!

Resultado
I

=== Directa: jMas pasos, mas caming!

Inwersa: jMas hormigas. menos tiempao!

0 T T T T
o] 1 2 3 4 S

Mas cantidad de algo...
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En la linea verde, la hormiga sube feliz porque todo aumenta igual.
En la linea naranja, la curva baja porque al aumentar una cosa, la otra se hace pequeiiita.

SECUENCIA DIDACTICA CON ETAPASEIS

Tabla 2:

Secuencia Didactica con etapas EIS

Que hacen los
estudiantes

ENACTIVA Cuerpo en

movimiento

ACTIVIDAD
CORPORAL: 'La
Méquina Humana' Un
alumnoes la
ENTRADA (dice un
numero), otro es la
REGLA (ej: dobla el
numero) (+3, x2), un
tercero es la SALIDA
(dice el resultado). Se
mueven por el aula
formando pares. La
clase adivina la regla.
Luego en el patio
forman pares fisicos
(par ordenado vivo)
tomandose de la mano
y cambiando de lugar.

ENACTIVA Mesa de
trabajo

CON OBJETOS EN LA
MESA: Usando tapas
de botellas y fichas de
carton, construyen el
diagrama de flechas.
La cuerda/lana une
cada entrada con su
salida. Llenan la tabla
T con semillas:
frijoles=entrada,
piedritas=salida.
Verifican la regla con
cada par concreto.

ICONICA Dibujos e
imagenes

CON DIBUJOS:
Dibujan el diagrama de
flechas en su
cuaderno. Grafican los
puntos en papel
cuadriculado.
Conectan los puntos y
observan si forman
una linea recta.
Colorean lalineay
etiquetan los ejes.

Visualizan la 'forma' de
la funcion: ¢es linea
recta? ;sube o baja?

SIMBOLICA Letras y
numeros

CON SIMBOLOS:
Escriben la notacion: f:
A — B f(x) = 3x f(2)=3,
f(2)=6... Identifican
dominio y rango con
llaves. Conectan con
CNEB 5-6 grado.

Escriben la notacion f: A
— B, f(x) =2x + 1.
Identifican dominio y
rango con llaves §}. Usan
la'maquina de
funciones': f(3) = 2(3)+2
= 7

¢{QUE APRENDE EN

GRADO PRIMARIA? ACTIVIDAD EIS SUGERIDA MATERIALES
Sumay resta como ENACTIVA: dar 3 pasos adelante y 3 Cinta en el suelo, tapas de
operaciones inversas. 'Sisumo | atras. ICONICA: flecha de ida y vuelta. | botellas.

1.9y 2.0 3, para regresar resto 3.' SIMBOLICA: 5+3=8y 8-3=5.

’ ’ todavia no se llama funcion
inversa pero se vive el
concepto.
multiplicacion y division como ENACTIVA: repartir objetos en grupos | Semillas, cajas pequenas de
inversas. Comprender que iguales. ICONICA: tabla de doble reciclaje, papel

3.°y 4.° dividir deshace la entrada. SIMBOLICA: 4x3=12y 12/3=4. | cuadriculado.
multiplicacion. Primera
proporcionalidad directa.
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Proporcionalidad directa con
constante k. Tablas de

5.° conversion (cmam, soles a
céntimos). Reconocer si una
tabla es proporcional directa.

ENACTIVA: mercadito (precio por
cantidad). ICONICA: grafica de puntos
en plano. SIMBOLICA: y = kx, hallar k.

Papel cuadriculado A,
fichas de precios recicladas,
regla.

Proporcionalidad inversa.
Distinguir directa de inversa en
6.° situaciones reales. Resolver
problemas de reparto
proporcional.

ENACTIVA: simular 'cuantos dias tarda
X personas en pintar una pared'.

ICONICA: las dos graficas comparadas.
SIMBOLICA: y=k/x, verificar con datos.

Papel cuadriculado A3,
plumones de colores.

MATERIALES EDUCATIVOS — DiA1 —MODULOS 1y 2

Materiales de reciclaje

Materiales a conseguir / comprar

Cajas de carton pequefias (cajas de remedios, jabon, etc.)
— al menos 2 por grupo

Tapas de botellas de plastico de distintos colores (30 por
grupo)

Frijoles, lentejas, piedritas o semillas secas (para
representar valores numéricos)

Trozos de lana o cordel de colores (para las flechas del
diagrama sagital)

Botellas plasticas cortadas (para separadores/recipientes)
Periddicos y revistas viejas (para recortar nUmeros y
simbolos)

Bolsas plasticas pequefas (para clasificar fichas y tapas
por colores)

Cartdn de cajas de cereales o zapatos (para fabricar fichas
numericas)

Envases de yogurt limpios (como 'maquinas' pequefas
para poner fichas)

Papel cuadriculado A4 (1 hoja por médulo por estudiante)
Plumones de colores delgados (set minimo 4 colores por
grupo)

Reglas de 30 cm (2 por estudiante)

Masking tape o cinta adhesiva (1 rollo por grupo)

Fichas de cartulina de colores cortadas 5x5 cm (el
facilitador las prepara o las trae recortadas)

Marcadores gruesos para el suelo/pizarra (al menos 2
colores por salon)

Plumon de pizarra (para uso del facilitador)

Papel A3 (2 hoja por grupo para el diagrama grande)
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CAPITULO Il

Limite y continuidad: el pensamiento sobre el cambio
Unidad Il del silabo DPM - Dia 2 - Mddulos 3 y 4

DIA 2
Limite, Continuidad y el Pensamiento sobre el Cambio

Unidad Il del silabo DPM | Competencias CNEB: Regularidad y cambio - Gestion de datos - Formay
movimiento

MODULO 3: Limite — La Base del Razonamiento sobre Variacién y Cambio

¢Por qué necesito aprender esto?

Cuando un nifo de 6.° observa una tabla de datos y dice 'shacia donde va creciendo esta cantidad?', esta
usando el pensamiento de limite. Cuando ve en una grafica que una linea 'se acerca pero parece que
nunca llega' a un valor, esta visualizando una asintota. El concepto de limite es la base del razonamiento
matematico avanzado, pero en primaria se trabaja de forma intuitiva a través de tendencias y secuencias.
Este es, precisamente, uno de los vacios que la literatura reciente identifica en la formacion de docentes:
Toh, Toh, Teo y Zhu (2022) documentan que los futuros profesores suelen tener un conocimiento
fragmentado del ‘calculo escolar’—incluida la nocidn intuitiva de limite— por haberlo aprendido de forma
puramente procedimental en su propia formacion universitaria. De modo similar, Slavi¢kova y Vargova
(2023) encuentran diferencias significativas en la comprension del concepto de limite entre futuros
docentes y matematicos profesionales, lo que confirma la necesidad de trabajar el limite desde la
experiencia intuitiva —tendencias, secuencias, aproximaciones— antes que desde la definicion formal e-
6, tal como propone la progresion EIS de este modulo.

DEFINICIONES CONCEPTUALES FUNDAMENTALES

lim(x—a) f(x) = L, significa que f(x) se acerca tanto como queramos a L cuando x
se acerca a g, sin necesariamente llegar. 'Lo que va a pasar' antes de que pase. En
primaria: predecir el valor siguiente en una secuencia.

El valor al que se ACERCA f(x) cuando x se acerca a un nUmero determinado.
No es necesariamente lo que pasa en ese punto exacto, sino lo que pasa
CERCA de ese punto.

analogia perfecta: Estas caminando hacia una puerta. El limite es la puerta en si.
Lo que importa es a DONDE te diriges, no si llegas o no.

Ejemplo numérico simple: f(x) = 2x. Cuando x se acerca a 3, f(x) se acerca a 6. El
limite es 6. Lo escribimos: lim(x—3) 2x = 6.

Limite de una funcion
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En primaria: 'si sequimos la secuencia 1/2, 3/4, 7/8, 15/16... el nUmero al que se
acerca cada vez mas esta secuencia, sin llegar nunca a tocarlo, es 1.' Eso es
pensar en limites de forma intuitiva (distinto de una secuencia como 2, 4, 6, 8...,
que no se acerca a ningun numero: simplemente crece sin limite).

Figuraay
Explora con la hormiga: el limite de una funcion

El juego de 'Casi llego’

iCasi la toco!
Inicio

LA PARED
® o o @ (NUNCA LLEGAS)

TU eres el punto azul: Te mueves hacia la derecha.

La pared roja es el Limite: Es como una meta que siempre ves de frente, pero por mas que te acerques,
siempre hay un espacio pequeiito entre tu y ella.

iEn matematicas, el limite es ese numero (la pared) al que casi le das un beso, pero nunca llegas a
tocarlo!

Ejemplo:
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Figuraa18
Explora con la hormiga: representacion del limite de una funcién

Limite de una Funcion: El cbjetivo de la hormiga

8
—_— Camino: f(x)=x + 2
2 () Limite L=5
& La hormiga se acerca al 3...
5_

Altura (f(x))
i

0 T T T
O 1 2 3 4 5

Posician (x)

El limite de una funcidn es el valor al que se acerca la funcién a medida que la x se aproxima a un punto
determinado, jaunque nunca llegue a tocarlo!

Imagina a nuestra hormiga caminando hacia una migaja de pan que esta al final de una mesa:

La hormiga se acerca cada vez mas: esta a 10 cm, luego a 5 cm, luego a1 mm...

El limite es la posicion exacta de la migaja.

No importa si la hormiga llega a tocar la migaja o si hay un hueco justo ahi; el limite es el lugar hacia
donde la hormiga se dirige.

Ejemplo: f(x) = x + 2 cuando x— 3

A medida que la hormiga (x) se acerca al numero 3, la altura de su camino ( f(x)) se
acerca a 5.
Se escribe: ]in%(x +2)=5.

X—

El limite no es donde la hormiga estd, sino hacia donde la hormiga va. Es una tendencia. Si por los dos
lados (izquierda y derecha) la hormiga parece dirigirse al mismo punto, jese es el limite!
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Figuraig

Explora con la hormiga: representacion del limite de una funcién

Distancia Recorrida (fix))

Concepto de Limite : El Camino y la Pared

EL LIMITE

Empiezas a caminar

Te acercas cada vez mas. ..

= Tus pasos (flx))
== |a Pared (L =5)

0 1 2 3 4

5 6 7 8

Tiempo o Esfuerzo (x — «)

"El limite de la funcién, cuando equis tiende al infinito, es cinco".
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Figura 20
Explora con la hormiga: representacion de limites laterales

INTRODUCCION A INTRODUCCION A
LOS LIMITES LATERALES LOS LIMITES LATERALES
IZQUIERDA DERECHA

' APROXIMACIGON DESDE LA DERECHA (x — 2*) ‘ APROXIMACION DESDE LA DERECHA (x — 2*)

2'|-»2.01|— 21|25/ ~..—» 3 2*|+201|—»21]—-»>25|—..—»3
FUNCION
= f(x)
‘ i {/ x — 2%
L

lim(x—a*) f(x): el valor al que tiende f(x) cuando x se acerca a 'a' por valores
Limite lateral derecho mayores que 'a'. En primaria: 'si sequimos aumentando 1, 1, 1... ;a donde
llegamos?'

Figura 21
Explora con la hormiga: representacion del limite lateral derecho

_+_
T —>2 VALORES MAYORES
< } — == "::"""?z f :E >
2 21 2.01 2.5 3 ol
3.0 i LA HORMIGA SE
< - ACERA 2 DESDE EL 3
21 .
e ! EL VALOR DE y

SE ACERCA A 2

>

J 2
EXPLICACION: LIMITE LATERAL DERECHO (x — 2%)
1. Imagina a la hormiga caminando en la recta numérica.
2. Empieza en el nimero 3 (a la DERECHA del 2).

3. Avanza hacia el 2, probando valores cada vez mas
pequeiios (2.5, 2.1, 2.01).

4. A medida que se acerca a 2, observamos a qué valor
se acerca su “altura” (valor y) en la grafica.
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lim(x—a~) f(x): el valor al que tiende f(x) cuando x se acerca a 'a' por valores
menores que 'a'. Ambos laterales deben ser iguales para que exista el limite.

Limite lateral izquierdo

Figura 22
Explora con la hormiga: representacion del limite lateral izquierdo

CONCEPT: LIMITE LATERAL I1ZQUIERDO (x — 27)

CONCEPTO CLAVE: Limite Lateral Izquierdo

La hormiga se acerca al nimero 2 desde valores »
MENORES (por la izquierda). Nos fijamos a qué valor :
se aproxima su altura a medida que x tiende a 2™.

y = f(x) Lélirgx_f(x):L

Acercamiento desde la Izquierda (x — 27)
¥ y } } } i S
1 1.95 1.9 1.99 1.999 2 X

puntoc =2

En matematicas, cuando los dos caminos llegan al mismo lugar, decimos que el Limite existe.
Ejemplo:

(Como leer este mapa?

1. Desde la Izquierda ( h_ﬂl ): El autobus naranja viene subiendo por la calle. Si miras
-

hacia donde apunta, parece gue va a llegar justo al piso 3.

2. Desde la Derecha ( li_,ﬁl+): Tu vienes bajando desde el norte (linea verde). Si miras tu
X

camino, también vas derechito al piso 3.

3. El Limite General: Como los dos apuntan al mismo numero (3), decimos que:

lim f(x) =3

lim(x—o0) f(x) = L: la funcion se acerca a L cuando x crece indefinidamente. En
Limite al infinito primaria: una grafica que 'casi llega' pero nunca toca una linea (asintota);
tendencia en datos estadisticos.
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Figura 23
Explora con la hormiga: representacion de los limites laterales

El Encuentro Perfecto: Limites Laterales

Limite por la lzquierda (Bus)
5 -| wmmm | imjte por la Derecha (Tu)
@ PUNTO DE ENCUENTRO!

/

El Destino (Eje y)
W

1 2 3 4 5 o 7
La Calle (Eje x)

Figura 24
Explora con la hormiga: representacion del limite al infinito

LIMIT AS z — oo:
What value does f(z) approach
as z grows without bound?

PASADO: 1i "
' im f(x) =L
LIMITE VERTICAL w%wf()

LIMITE AL |NFIN|ITO (L)

(L=0.5)
—

: |
2 X 20 100 1000
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El limite al infinito es el valor al que se estabiliza la "altura" de la funcidn cuando la variable x se
hace extremadamente grande.

Representacion Simbélica

En matematicas, este viaje eterno se escribe asi:
lim f(x)= L
K—DOD

s x—ro00: Significa que la hormiga camina hacia la derecha sin fin.

= L:Eslaaltura (asintota horizontal) a la que la hormiga se acerca cada vez mas, casi
como si estuviera a punto de tocar un techo, pero sin alcanzarlo nunca.

Ejemplo:

Figura 25
Explora con la hormiga: representacion del limite al infinito

El Costo Promedio Baja... jPero tiene un Limite!

12
Precic por vaso
——- Costo del ingrediente (Limite = 1 sol)
10 A
8 -

Si haces pocos,
&5 MUy caro

Scles por vaso
o
1

Tiende a 150l

Numero de vasos hechos

La curva azul: Representa cuanto te cuesta cada vaso. Al principio esta muy alta porque tienes
que pagar el puesto (los 10 soles) con pocos vasos.

La bajada: A medida que avanzas a la derecha (haces mas vasos), el precio cae rapidamente.
Esto es porque el costo del puesto se divide entre mas y mas ninos.
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La linea roja (El limite): Es el costo de los ingredientes (2 sol). Por mas que la curva azul bajey
baje, nunca tocara ni pasara la linea roja. Ese es el limite al infinito: el costo minimo absoluto
para poder seguir produciendo.

Imagina que quieres vender limonada en la puerta de tu casa. Para empezar, tienes dos tipos
de gastos:

El gasto "fijo" (El puesto): Compras una mesa y haces un cartel llamativo. Digamos que te
gastas 10 soles. No importa si vendes 1 vaso 0 100, ya te gastaste esos 10 soles.

El gasto "por vaso" (Los ingredientes): Cada vez que haces un vaso de limonada, usas un
limdn y azucar, que te cuestan 1 sol.

;Qué pasa con el precio si haces mucha limonada?

Si solo haces 1 vaso: Ese vaso te costo los 10 soles del puesto + 1 sol del limdn = 11 soles. jUy,
carisimo!

Si haces 10 vasos: Los 10 soles del puesto se reparten entre los 10 vasos (1 sol por cada uno) +
el sol de sus limones = 2 soles cada vaso. jYa bajd!

Si haces 1.000.000 de vasos: Los 10 soles del puesto repartidos entre un millén de nifios es
casi nada, jes como un granito de arena! El costo del puesto "desaparece".

¢Cual es el nUmero minimo?

Por mas que hagas billones de vasos, el precio nunca sera menor a 1 sol.

;Por qué? Porque siempre vas a necesitar comprar el limon y el azdcar para cada vaso nuevo.
Ese "sol" del ingrediente es el limite.

En resumen: El precio baja porque el costo del "puesto" se reparte entre muchos, pero el limite
final es lo que te cuesta la materia prima de cada producto.

Rectay =L que la grafica de f se aproxima pero no corta (o no cruza para siempre)
cuando x — oo, En primaria: el techo de crecimiento en una tendencia estadistica.

Asintota horizontal

Expresiones como 0/0, oofco que no tienen valor definido directamente. Se
Indeterminacion resuelven con factorizacion, racionalizacion o regla de L'Hopital. En primaria:
situaciones donde la respuesta 'no parece clara' hasta analizar el patron.
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Figura 26
Explora con la hormiga: la indeterminacion

? .0 g
G %
: LA HORMIGA Y LA INDETERMINACION o
4 TRANSFORMACION
7 , 2
§ ENACTIVA — ICONICA > SIMBOLICA .
et f
" [ /\/—\,\ s o~ YA £00) = x2-4
NIEBLA DE INDETERMINACION __ x-2
g - JJ. VISUALIZACIC -
}J --------- > = E
A A‘ﬁ
:
¥ i b
Lim(x+2)=2+2=4 | |
] > x—>2 *;2;
5 iEL camino esta bloqueado! Un “a%ujero" enla SIMPLIFICAR Y RESOLVER: [
EL célculo directo nos da un funcion. EL punto exacto “Limpiar” la funcién para |
s resultado confuso. es invisible. ver el camino real.

;Qué es una Indeterminacion? %y ?

Imagina que la hormiga avanza por su recta numérica y, de repente, el camino se llena de
una niebla espesa o aparece un muro con un signo de interrogacion.

El Conflicto: La hormiga sabe que hay un camino adelante, pero al mirar el mapa (la funcion),

este le da una respuesta que no puede interpretar directamente, como o/o o 4

2. No es el fin: Una indeterminacion no significa que no haya un resultado; significa que la
"cara" actual de la funcidn nos oculta la verdad. Es un mensaje de la matematica que

dice: "Aqui hay un valor, pero tienes que trabajar un poco mas para verlo".

La Solucidn: Para que la hormiga pueda cruzar la niebla, debe usar una herramienta (como
factorizar o simplificar). Al hacerlo, la niebla se disipa y el camino real aparece, permitiéndole
ver el limite con claridad.

x* —4 limpiar camino' (x —2)x+2) 42
x—2 (x—2)

Esta ilustracion ayuda al estudiante a entender que la indeterminacion es solo un estado
temporal de duda que se resuelve con algebra.

Otro ejemplo:
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Imagina que estas viendo una pelicula en YouTube y, justo en la escena mas importante, jse
corta el internet!

1. El "Circulo de Carga" (La Niebla: o/o)

La pantalla se queda dando vueltas. No puedes ver qué paso en el segundo 30 exacto de la
pelicula. Sile preguntas a tu hermanito qué paso ahi, te dira: "No sé, esta trabado". Eso es
el o/o, un hueco donde no hay informacion.

2. Mirar lo que pasé antes y después (El Limite)

Como eres un detective, haces lo siguiente:

Miras el segundo 28: El superhéroe esta saltando.

Miras el segundo 29: El superhéroe estd en el aire, casi llegando al techo.
(El sequndo 30 esta trabado)

Miras el segundo 31: El superhéroe ya estd parado en el techo.

3. jDespejaste la niebla!

Aunque el video se trabd justo en el sequndo 30, tu puedes decir con total sequridad: "{El
limite es el techo!".

No necesitaste ver el sequndo exacto para saber hacia donde iba el héroe. El camino (los
segundos anteriores y posteriores) te "chismearon" el resultado.

El limite es como adivinar qué dice una palabra cuando alguien puso una mancha de chocolate

encima de una letra. Silees lo que hay antes y después, jya sabes qué palabra es!
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SECUENCIA DIDACTICA CON ETAPASEIS
CONEXION CON PRIMARIA (CNEB)

Tabla 3:

Secuencia diddctica con enfoque en las etapas EIS para el aprendizaje de Limite, Continuidad y el
Pensamiento sobre el Cambio

ENACTIVA

Cuerpo en movimiento

ENACTIVA
Mesa de trabajo

[de]|[@}
Dibujos e imagenes

SIMBOLICA
Letras y numeros

Que hacen los
estudiantes

ACTIVIDAD

CORPORAL: '‘Nos
acercamos, pero no
llegamos' Se traza una
linea en el suelo (la
'pared'). Los alumnos
caminan hacia ella
pero cada paso es la
mitad del anterior: 1

metro, 0.5, 0.25...
Discuten:
matematicamente,
;cuando llegan?
Luego: dos grupos
avanzan hacia un
punto desde lados
opuestos (limites

laterales). Si llegan al
mismo punto: el limite

existe. Si uno para
antes: el limite no
existe.

CON OBJETOS EN LA
MESA: Tiras de papel
de periddico: doblar
por la mitad, luego
doblar ese resultado,
luego otro... Medir
cada trozo y registrar
en tabla (3, 0.5, 0.25,
0.125...). Con tapas de
botellas en fila,
aproximarse a una
'barrera’ de carton que
representa la asintota.
Nunca llegan a
cruzarla.

CON DIBUJOS:
Grafican la secuencia 1,
0.5, 0.25... en papel
cuadriculado. Dibujan
la curva f(x)=1/x vy
trazan la asintota con
linea punteada.
Analizan graficos
reales del INElI La
Libertad: identifican
visualmente hacia
donde tiende la curva.

CON SIMBOLOS:
Escriben: lim(x—3) 2x
= 6. Calculan limites
simples  sustituyendo
el valor. Aprenden la
notacion
Conectan con CNEB
6.°: 'argumenta por
que una cantidad varia
o) permanece
constante'.

'X — oo,
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ENACTIVA

¢Qué aprende el .. ICONICA SIMBOLICA
nino? UrCX T (imagen/dibujo) (simbolo/numero)
corporal)
Continuacion de Tren de nifos: cada Secuencia de cuadrados Escriben los primeros
patrones. ;Qué viene uno da un paso mas que crece: 1, 4, 9, 16... términos. Predicen el
10y 2.9 después? La idea de que el anterior. jHacia | Dibujan el siguiente. término 10 sin dibujarlo.
'hacia donde va'sin donde va el tren? 'sHacia donde va esta Razonamiento de limite
formalismo. ¢Siempre avanzaose | secuencia?' informal.
detiene?
Tendencias en Los nifos se paran en Gréfica de barras de Escriben la tendencia:
graficas de barras. filay van temperatura semanal. ‘aumenta 2°C por
¢Sube, bajaose subiendo/bajando los | Trazan una linea de semana'. Predicen la
3.°y 4.° estabiliza la brazos segun los tendencia. '¢A qué temperatura en la
tendencia? valores de la grafica. temperatura se acercaen | semana 10.
¢Donde se estabiliza invierno?'
el brazo?
Tendencias en Mercadito con precios | Graficas de lineas con Calculan la razon de
graficas lineales. que cambian: ;hacia tendencia visible. cambio. Predicen: si
o Extrapolacion qué precio minimo Extienden la linea con sigue esta tendencia,
5 razonada de datos. tiende este producto regla.';Donde corta el ;qué valor tendra en el
silo producimos en eje o donde se aplana?' periodo 20?
grandes cantidades?
Limites informalesen | Dilucion de jugo: Graficas que se acercana | Escriben: 'cuando x — oo,
contexto de agregan agua cada una linea horizontal. Con | f(x) — o'. Identifican la
proporcionalidad y vez. El sabor GeoGebra: zoom out asintota horizontal y su
situaciones reales. disminuye... sse para ver el ecuacion.
6.° vuelve exactamente comportamiento a largo
cero? ;0 hay un plazo.
minimo? Discuten el
concepto de 'tender a
cero'.

Paaina 45 de 88




MODULDO 4: Continuidad — Razonamiento Continuo y Gestién de Datos en Primaria

¢Por qué necesito aprender esto?

Cuando un nifio traza una trayectoria en el mapa sin levantar el [apiz, esta usando la idea de continuidad.
Cuando observa que el precio de un producto sube gradualmente (continuo) o que de un dia a otro bajo
bruscamente (discontinuo), esta distinguiendo funciones continuas de discontinuas. Este concepto te
ayudara a ensefiar graficos estadisticos, trayectorias y cambio de forma mucho mas profunda.

DEFINICIONES CONCEPTUALES FUNDAMENTALES

f es continua en x=a si: (1) f(a) esta definida, (2) existe lim(x—a) f(x), (3)
Continuidad en un punto lim(x—a) f(x) = f(a). 'No hay saltos, no hay huecos, no hay asintotas verticales
en ese punto.' En primaria: una trayectoria sin levanta el lapiz.

Figura 27
Explora con la hormiga: la continuidad en un punto

EQUIPO DE CONTINUIDAD DE HORMIGAS: !‘
iLA BRECHA HA SIDO CERRADA! _

1. ¢Existe f(x)?

2. ;Existe el limite?

3. ¢f(x) = limite?

X=5
l—

o | )"n 1—(\“

¢Qué significa que sea Continua?
Imagina que este sendero es el camino principal de la colonia. Para que la hormiguita pueda
llevar su caja sin que se rompa, el camino tiene que ser continuo.
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1. Sin Saltos: La hormiguita puede caminar de principio a fin sin tener que dar brincos locos. Es
como un tobogan que nunca se corta.

2. Sin Huecos: No falta ningun trocito de suelo. Si pones el dedo en cualquier parte del dibujo,
isiempre hay linea!

3. LaPruebadel Lapiz: Si puedes dibujar todo el camino de la hormiguita sin levantar tu lapiz
del papel, jentonces es una funcion continua!
Los 3 Secretos de la Hormiguita:
Para que un punto sea "perfecto" (continuo), ella revisa que:

e Haya suelo: El punto tiene que existir en el mapa.

e Los caminos se unan: Sivienes por la izquierda o por la derecha, jllegas al mismo sitio!

e Todo encaje: No hay trampas ni agujeros escondidos.

El limite existe pero f(a) no esta definida o es diferente. Se 'arregla’ redefiniendo
Discontinuidad evitable f(a). En primaria: una grafica con un 'huequito' en un punto — como una
temperatura que no se registro un dia.

Figura 28
Explora con la hormiga: la discontinuidad evitable

1. ¢Existe

"
f(x)? ' l l
P

X=5

7 PO TN g—g ¥
a1 @\ &

Imagina que el camino de la hormiguita es perfecto, pero justo en un punto... jfalta un trocito de
suelo! Es como si alguien hubiera sacado un bocado pequerio del camino.

Se llama "evitable" porque es muy facil de arreglar: solo hay que poner una "pieza de rompecabezas"
(como la que tiene la hormiguita en tu imagen) para tapar el hueco.
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¢Como lo reconoce la hormiguita cientifica?

Hay un destino: Si miras desde lejos, parece que el camino llega a un lugar exacto (el limite si existe).
Pero no hay suelo: Al llegar justo a ese punto, jpum!, hay un agujerito (no existe o estd en otro lado).
iEs facil de reparar!: Solo necesitas "rellenar" ese puntito y el camino vuelve a ser suave y continuo.

Discontinuidad de salto

Los limites laterales existen pero son distintos. La grafica 'salta’ de un valor a otro.
En primaria: el precio de un producto que cambia bruscamente de un dia para otro.

La Discontinuidad de Salto (jEl Escaldn!)

Imagina que la hormiguita viene caminando muy contenta por su sendero, pero de
repente... jel suelo se acaba! Para poder sequir, tiene que dar un gran salto hacia arriba (o

hacia abajo) a un camino nuevo.
Esto pasa cuando:

Caminos separados: Si una hormiguita viene por la izquierda y otra por la derecha, jno llegan
al mismo sitio! (Los limites laterales son diferentes).

No hay puente: No importa cuanto cemento usen las hormiguitas, no pueden arreglarlo con
un solo punto porque los dos caminos estan a alturas distintas.

El salto: Es como un escaldn gigante en medio de la montafa rusa.

Discontinuidad esencial

El limite no existe (la funcidn oscila o se va al infinito). En primaria: datos estadisticos
completamente erraticos sin patron.

Figura 29

Explora con la hormiga: la discontinuidad de salto y la discontinuidad esencial

¢CUANDO SE ROMPE EL CAMINO DE LA FUNCION?

- 1. DISCONTINUIDAD DE SALTO
(EL ESCALON!)
YA f(X)
'.SALTOU
B ,.\4"
-
g para seguir!
o 2_.
1 F(x)
- Aqui se corta =% i
t ! © '
Y . 2 3 4 5 6K
posicién (x)

2. DlSCONTlNU!DAD ESENCIAL
(jEL TOBOGAN INFINITO!)
'
{HACIA :
EL INFINITO / :
Y MAS ALLA! 1
nunca termina! = : e
Cy FEAN
© 21 Muro
=1 Invisible
£ ) (ASINTOTA)
=)
VRN L . S T L
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Sifes continua en [a,b] y N es un valor entre f(a) y f(b), entonces existe c € (a,b) tal
que f(c) = N. 'Si algo paso de 5 a 10, en algun momento valid 7.' En primaria: si un
nifio midio 1.20m en enero y 1.25m en julio, en algun mes midio 1.22m.

Teorema del valor

intermedio

Figura 30
Explora con la hormiga: representacion del teorema del valor medio

EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO (jEL ATAJO MAGICO!)
LA EXPLICACION DEL “COCHE VIAJERO” &

1. EL CAMINO DIVERTIDO 2. LA PENDIENTE PERFECTA
(UNA CURVA SUAVE) (jEL MISMISIMO ANGULO!)
YA " . . .
iAqui, en ¢, mi camino tiene f (X)
5 exactamente la misma

= T T e inclinagién (iéngulo’!).que

= g \ la linea recta magica!

= ? X

§ “ (A veces voy ) (EL CAMINO MAGIDO)

821 e )

LA LINEA RECTA
(EL CAMINO MAS RAPIDO)

P TRy

s 6 X El momento mégico: El Teorema dice que, si el camino es suave, en AL
posicion x MENOS un momento exacto, jtu velocimetro marcé exactamente 100 kmy/h!
~ ~

El Viaje del Coche "Magico"

La Salida (Ciudad A): El velocimetro del coche marca 20 km/h justo al arrancar.

El Camino Curvo (Linea Azul): El coche aceleray frena todo el tiempo, pero el velocimetro nunca
“salta” de un nUmero a otro: pasa suavemente por todos los valores intermedios.

La Llegada (Ciudad B): El velocimetro del coche marca 8o km/h justo al terminar el viaje.

iEl Momento Magico!: El Teorema del Valor Intermedio nos asegura que, como la velocidad
cambid de forma continua —sin saltos ni teletransportaciones— entre 20 km/h y 8o km/h, en
alguninstante el velocimetro marcé exactamente 5o km/h (jy también paso, en algun momento,
por cualquier otro valor entre 20y 80o!).
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SECUENCIA DIDACTICA CON ETAPASEIS

Tabla 4:

Secuencia diddctica con enfoque en las etapas EIS para el aprendizaje de la continuidad

<€ ENACTIVA (Cuerpo

% ENACTIVA (Mesa de

en movimiento) trabajo)

Iit ICONICA (Iméagenes)

== SIMBOLICA
(Lenguaje formal)

Actividades

MOVIMIENTO
CORPORAL: Actividad
"Trayectorias
continuasy
discontinuas': en el
patio, los estudiantes
trazan rutas con tiza.
Ruta continua:
caminar de A a B sin
levantar el pie. Ruta
discontinua: dar salto
o regresar. Luego,
simulan el crecimiento
de un nino (datos
OMS): cada
estudiante representa
un mes, parados en
fila van creciendo
gradualmente
(continuo) vs. un salto
brusco de talla
(discontinuo).

MESA DE TRABAJO
CONCRETO: Con
papeles de diario
recortados (tiras de
temperatura/datos
estadisticos)
identifican visualmente
si hay 'saltos'. Con
plastilina o arcilla
moldean una gréfica
continua vs. una con
hueco. Con bloques de
madera o carton
construyen una
'escalera’
(discontinuidad de
salto) vs. una rampa
(continua).

REPRESENTACION
ICONICA: Dibujan
graficas de las tres tipos
de discontinuidad
(evitable, salto,
esencial) usando
diferentes colores.
Interpretan graficos
estadisticos reales de
temperatura en Trujillo,
crecimiento infantil,
identificando
visualmente
continuidad o quiebres.

REPRESENTACION
SIMBOLICA: Escriben la
definicion formal de
continuidad (las tres
condiciones). Verifican
algebraicamente si
funciones simples son
continuas. Conectan con
CNEB: 'representa datos
con graficos estadisticos
y sustenta conclusiones'
(4.°-6.°). Usan el
lenguaje:
continuo/discontinuo,
salto, tendencia regular.

¢{QUE APRENDE EN

PRIMARIA?

ACTIVIDAD EIS SUGERIDA

MATERIALES

ENACTIVA: trazar con el dedo en el
aire un camino continuo. ICONICA:

Mapa del aula dibujado
en carton, fichas de inicio

Trayectorias continuas:
recorridos en el mapa del

10y 2.0 aula sin levantar el dedo. dibujar la trayectoria en el mapa. y fin.
Caminos que van de un SIMBOLICA: describir el recorrido
punto a otro sin con palabras.
interrupciones.
Graficos de barras: ENACTIVA: ordenar en fila Datos de talla de los
identificar si los datos alumnos con distintas alturas. alumnos, papel
30y 4.0 cambian de forma gradual o | ICONICA: grafico de barras conlos | cuadriculado, lapiz.

datos. SIMBOLICA: calcular la
diferencia entre barras.

si hay saltos bruscos.
Comparar datos de dos
periodos.
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Graficos lineales: identificar
tendencias continuas.
Distinguir graficas que

ENACTIVA: representar con el
cuerpo el crecimiento gradual vs. el
salto. ICONICA: grafico lineal con

Datos del INEl impresos,
papel cuadriculado Ag,
regla.

5.° suben gradualmente de las | datos reales. SIMBOLICA: describir
que tienen quiebres. Leere | latendencia con palabrasy calcular
interpretar datos variaciones.
estadisticos.
Interpretar y sustentar ENACTIVA: simular una crisis de Datos reales de precios o
conclusiones sobre graficos | precio con saltos bruscos. temperatura de Trujillo,
6.0 estadisticos. Identificar si ICONICA: construir el grafico lineal | papel A3, marcadores.

los datos son continuos o
hay quiebres y argumentar
por que.

con los datos. SIMBOLICA:
redactar conclusiones usando el
vocabulario matematico.

MATERIALES EDUCATIVOS — DiA 2 —MODULOS 3 y 4

Materiales de reciclaje

Tiras de papel de periddico (para doblar ala
mitad — actividad de Zeno de limites)

Tapas de botellas en fila para simular secuencias
que se aproximan

Botellas plasticas de tamafios variados (para
representar valores que crecen/decrecen)

Arcilla o plastilina de colores (para modelar
graficas continuas y discontinuas)

Cartdn corrugado (para construir 'barrera’ que
represente la asintota)

Cinta de papel o masking tape para trazar
trayectorias en el suelo del patio

Tiza de colores (para trayectorias en el patio —
actividad de continuidad)

Envases de yogurt o cajas pequeiias (para
representar 'valores' en la secuencia)

Hojas de revistas con graficas estadisticas reales
(para analisis iconico)

Materiales a conseguir / comprar

Papel cuadriculado A4 — 2 hojas por estudiante
(para graficas de limites y continuidad)

Lapices de colores (minimo 4 colores: rojo para
discontinuidades, azul para continuas, verde
para asintotas)

Fichas de datos del INEI La Libertad (el
facilitador imprime con anticipacion)

Regla y escuadra (2 por grupo para trazar rectas
asintota)

Papel A3 en blanco (2 por grupo para construir la
grafica grande grupal)

Marcador permanente negro (para las graficas
sobre cartulina)

Cartulina de colores A4 (2 por grupo: una para
grafica continua, una para discontinua)

Hilo o cordel (para representar la 'trayectoria' de
una funcion sobre el suelo)
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CAPITULO IV

Derivada, graficacion e integracion didactica
Unidad Ill del silabo DPM - Dia 3 - Médulos 5, 6 y 7

DiA 3

Derivada, Aplicaciones e Integracion Didactica
Unidad Ill del silabo DPM | Competencias CNEB: Cantidad - Regularidad y cambio - Gestion de datos -
Formay movimiento

MODULO 5: Derivada — La Tasa de Cambio que Todo Docente de Primaria Debe
Comprender

¢Por qué necesito aprender esto?

Cuando un nifo de 5.° pregunta ';cuanto crecio el arbol este mes?' no esta pidiendo el
crecimiento total, sino el cambio en ese periodo. Cuando compara ';en qué semana el nifo de la
grafica crecio mas rapido?', estd pensando en tasas de cambio. Eso es derivada. No vas a ensefar
derivadas en primaria, pero entenderlas te permitira ensefiar la IDEA del cambio con
profundidad y creatividad.

La investigacion reciente confirma que este es un nudo critico en la formacion docente: Vargas Gonzalez,
Ferndndez-Plaza y Ruiz Hidalgo (2023) muestran que los futuros profesores de matematica con
frecuencia manejan un significado incompleto de la derivada en un punto, centrado en el procedimiento
algebraico y desconectado de la idea de razon de cambio instantdnea. En esa linea, Fonseca y Henriques
(2023) reportan que el uso guiado de GeoGebra ayuda a los docentes en formacion a construir un
significado mas robusto de la razdn de cambio instantanea antes de formalizarla simbdlicamente, lo que
respalda la secuencia EIS —de la tabla de variacion (iconica) a la notacion f'(x) (simbodlica)— que se
desarrolla en este modulo.

DEFINICIONES CONCEPTUALES FUNDAMENTALES

Ay[Ax = [f(xy) - f(x1)] | (X2 - X1). Cudnto cambia y en promedio por cada unidad de
QECENC SN T ][ Felfe ] [T [I cambio en x entre dos puntos. En primaria: 'creci 3 cm en 6 meses = 0.5 cm por mes
en promedio'.

Imagina que la hormiguita quiere ir desde el punto A hasta el punto B en su mapa de aventuras.
1. El Camino de la Hormiguita (Curva Azul)

La hormiguita no va en linea recta. A veces sube montanas muy rapido y a veces baja despacio
por los valles. Esa linea azul es su camino real, lleno de subidas y bajadas.

2. El Atajo Magico (Linea Roja Recta)
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La Tasa de Cambio Promedio es como si trazdramos un puente invisible y recto desde donde
empezo (A) hasta donde termind (B). No nos importa si dio mil vueltas en el medio, solo miramos
elinicioy el final.

3. ¢Qué nos dice este "puente"?

Lainclinacidn de ese puente rojo nos dice qué tan rapido subio en total.

Si el puente esta muy empinado, la hormiguita subié mucho en promedio.

Si el puente esta casi plano, aunque haya subido y bajado montanas, al final terminé casi a la
misma altura.

La tasa de cambio en un instante exacto (no entre dos puntos). Es la derivada f'(a).
ELEN (XL AN B EIELEM En primaria: ';a qué velocidad estoy creciendo HOY?' (concepto intuitivo sin
formula).

Figura 31
Explora con la hormiga: representacion de la tasa de cambio instantdnea

EXBICACIONIPARD

MNnms On

TASA DE CAMBIO
INSTANTANEA EN B:

30 km/h

TASA DE CAMBIO
INSTANTANEA EN A:

60 km/h

TASA DE CAMBIO
INSTANTANEA EN C:

90 km/h

LA VELOCIDAD JUSTO AHORA,
iEN ESTE MOMENTO EXACTO!

La Tasa de Cambio Instantanea (;El "Justo Ahora"!)
Imagina que la hormiguita va por su camino azul (el Camino Divertido).

El Velocimetro: ;Ves los relojitos (velocimetros) abajo en la imagen? Eso es la tasa
instantanea. No nos dice el promedio de todo el viaje, nos dice qué tan rapido va la
hormiguita en ese mismisimo instante.

La Foto Flash: Si le tomas una foto a la hormiguita mientras sube una cuesta, la Tasa de
Cambio Instantanea es la inclinacion de su camino justo en ese milimetro donde esta parada.
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La Regla Magica (Tangente): Mira a la hormiguita en el punto "c" (en el cuadro de la derecha).
Ella esta apoyando una regla que toca el camino en un solo punto. Esa inclinacion de la regla
es su "velocidad instantanea".

f'(x) = lim(h—o0) [f(x+h) - f(x)] / h. Es el limite de la tasa de cambio promedio
INELENGISTTE R Ii EIM cuando el intervalo se hace infinitamente pequeno. La pendiente de la recta
tangente a la curva en un punto.

Figura 32
Explora con la hormiga: la mdquina de las derivadas

:EL CAMINO DIVERTIDO

¢Como funciona "La Maquina de las Derivadas"?
Imagina que metemos el Camino Divertido de la hormiguita en esta maquina magica:

Entrada (La Funcidn): Metemos el mapa de todas las montafas y valles por donde viaja la
hormiguita.

El Proceso (Derivar): La maquina analiza punto por punto qué tan empinado esta el suelo. Es
como si la maquina preguntara en cada milimetro: “;Hacia dénde apunta la moto ahora?".
Salida (La Derivada): La maquina nos entrega una nueva informacion: jLa velocidad y la
direccion!

Sila maquina nos da un numero alto, la hormiguita esta en una subida muy fuerte.

Sinos da cero, la hormiguita esta descansando en la cima plana.

Sinos da un numero negativo, la hormiguita esta bajando a toda mecha
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Si f(x) = x" entonces f'(x) = n-x"-1. La derivada de x3 es 3x2. En primaria:
Regla de la potencia como crece el area de un cuadrado cuando aumenta su lado: A = L2,
dA/dL = 2L.

Figura 33
Explora con la hormiga: representacion de la regla de la potencia en derivadas

ANTES | : 2

La Regla de la Mochila (Paso a Paso)
Imagina que la hormiguita tiene una funciéon como

. Para derivarla, la "Maquina de Pendientes" de tu dibujo hace lo siguiente:

iEl Salto del Exponente!: El nUmero pequeiio que esta arriba (el 3) se emociona y da un salto mortal
hacia adelante. Ahora se pone frente a la

para multiplicar:

La Mochila se vuelve ligera: Como el numero salto, el espacio que dejo arriba se hace mas pequefio.

Siempre le restamos 1. Asi que

iResultado Magico!: La derivadade  es
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Regla de la cadena: (feg)'(x) = f'(g(x))-g'(x). 'Derivar el de afuera, dejar el
Derivada de funcion de adentro, derivar el de adentro.' En primaria: si la temperatura

compuesta depende de la altitud y la altitud del mes, ;como cambia la temperatura
respecto al mes?

Figura 34
Explora con la hormiga: representacion de la regla de la cadena en funciones compuestas

CHAIN RULE
d
X

REGLA DELA
CADENA

1.capy LSS
AFUERA =
(LIKE)\

ELLL—I __J

PROCESO |
ADENTRO

PROCESO |. ¢

& 1.cae [ 2.copa B
—| AFUERA | [ADENTRO[

AFUERA
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Puntos donde f'(x) = 0 y f"'(x) < 0 (maximo) o f"'(x) > o (minimo). En primaria: ‘el
Valor maximo y minimo punto mas alto de una trayectoria’, ';en qué momento tiene mas temperatura el
dia?', '¢cuando es mayor la cantidad de agua en el tanque?"

Figura 35

PP PENDIENTE DE DESCENSO

DESCENSO RAPIDO

RIS (Pendiente negativa alta)
NN

VELoCIDAD |\
INSTANTANEA: |\

CURVADE/PRODUCCION

VALLE INDUSTRIAL (Punto de|inflexion)

MINIMO!(Derivada =/0)

| = 1L
D } K@TRANSFERENCIA‘

FUNDAMENTOS GEOMETRICOS DE ENERGIA £

LA AVENTURA EN MOTOCICLETA DE LAS HORMIGAS: VISUALIZANDO MAX, MiN Y TASA DE CAMBIV’O

Mapa de los Tesoros: Maximos y Minimos

Imagina que este es el sendero que recorre la hormiguita motorista:

El Punto Maximo:

Es el lugar mas alto de la colina, justo donde puedes ver todo el paisaje.

El secreto: Al llegar a la punta, la moto no esta subiendo ni bajando. Por un sequndo,
esta perfectamente plana (su inclinacion o derivada es o).

El Punto Minimo:

Es el fondo del valle, el punto mas bajo antes de volver a subir.

El secreto: Igual que en la cima, en el fondo la moto se queda derechita por un instante antes
de empezar la siguiente cuesta. Aqui la inclinacion también es o.

¢Por qué esto es importante?

En la subida: La hormiguita tiene que acelerar (derivada positiva).

En la bajada: La hormiguita puede dejarse llevar (derivada negativa).

En los puntos criticos: jEs el momento de descanso donde la inclinacion es cero!
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Funcion creciente /
decreciente

Sif'(x) > o en un intervalo, f crece ahi. Sif'(x) < o, decrece. En primaria: leer graficas
e identificar 'sube’, 'baja’, 'esta constante'.

Figura 36
Explora con la hormiga: representacion de la funcidn creciente y decreciente

- Sy - iDEJATE LLEVAR
wusig:3 g%rfo )% HACIA ABAJO!

COHETE!

7' 51 AVANZAMOS (X),
iLA ALTURA (Y) iLA ALTURA (Y)
CRECE |  DISMINUYE!
| | |

;‘ A
+ : fx) |-
fo)}-07 | fx) :

FUNCION I ™ FUNCION
|\  CRECIENTE g X, <X X, _ DECRECIENTE
| '
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Encontrar el valor maximo o minimo de una funcion en un contexto real. En
Optimizacion primaria: scual es el mayor rectadngulo que puedo formar con 20 cm de alambre?
¢En qué momento llega mas luz solar al aula?

Figura 37
Explora con la hormiga: representacion de la optimizacion

‘/ Maximo W=10, H=5

Volumen Volumen : >

Volumen Medio AR \ —I
Bl V = MAXIMO e
A / \
\ P<20 = 4
\ \ ’v"‘:‘ / \ l ! N — . - ( 0

’ \‘\
~~ V= MAXIMO \.
(AN L7

" &~ Ajuste de
Optimizacion

Imagina que la hormiguita quiere fabricar una cajita para guardar sus migajas de pan.
Optimizar seria encontrar las medidas exactas para que en la caja quepa mucha comida (Maximizar
Volumen) pero usando poquito papel para construirla (Minimizar Material).
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SECUENCIA DIDACTICA CON ETAPASEIS

Tabla s:

Secuencia diddctica con enfoque en las etapas EIS para el aprendizaje de derivadas

SIMBOLICA

(Lenguaje formal)

Actividades

:Ecl\llj::GCTol\:: ENACTIVA . IC(?NICA

movimiento) (Mesa de trabajo) (Imagenes)
MOVIMIENTO MESA DE TRABAJO REPRESENTACION
CORPORAL: Actividad CONCRETO: Con ICONICA: Dibujan la
'‘Caminar mas rapidoo | bloques o cubos de grafica de talla vs.
mas lento': los carton reciclado tiempo. Trazan la recta
estudiantes caminan construyen escalones | tangente en diferentes
por el aula a distintas de altura creciente puntos (con regla).
velocidades (funcion creciente) y Colorean de verde los
(lento=funcion decreciente. Miden la | tramos crecientes y rojo
decrece, '‘pendiente’ de cada los decrecientes.
rapido=funcion crece, tramo con regla. Con Identifican visualmente
detenidos=maximo o fichas y papel el maximo y minimo con
minimo). Otro cuadriculado marcador. Relacionan
estudiante observay representan el con graficas del CNEB
anota 'sube’' o 'baja’. crecimiento semanal de barras y lineales.
Actividad 'El de talla de un nifio
termometro humano': (datos OMS): calculan
una fila de estudiantes | cuanto crecio entre
a diferentes alturas semanaiy2,2y3
representa valores de (tasa de cambio
temperaturaalolargo | promedio).
del dia; identifican el
'maximo' (persona mas
alta) y el 'minimo’.

REPRESENTACION
SIMBOLICA: Calculan
f'(x) con reglas basicas.
Verifican
algebraicamente donde
f'(x)=0. Conectan con
CNEB 5.°-6.°: 'estima,
mide y calcula
variaciones de
magnitudes (velocidad,
crecimiento,
temperatura)'. Usan
tabla: x | f(x) | Af/Ax para
tasa de cambio
promedio.

:QUE APRENDE EN

PRIMARIA?

ACTIVIDAD EIS SUGERIDA

MATERIALES

Comparar cantidades: ;scual es
mas grande? ;cual es mas
pequeno? ;cual crece mas? La

ENACTIVA: comparar alturas de
alumnos con la mano. ICONICA:
dibujar las barras de altura.

Cubos de carton de
distintos tamaiios, lapices
de colores.

No se llama tasa de cambio
pero lo es.

inicial.

1.°y2.° : X ; ° 5
idea del cambio empieza aqui SIMBOLICA: escribir > o < entre
de forma cualitativa. cantidades.
variacion de cantidades: ENACTIVA: medir la planta del saldn Planta del saldn, regla,
cuanto cambio algo de un semana a semana. ICONICA: registrar tabla de registro en papel
periodo a otro. Calcular la en tabla y graficar. SIMBOLICA: bond.

3-°Y 4.° diferencia entre dos medidas. calcular la diferencia: talla final - talla
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Tasa de cambio promedio en
situaciones reales
(crecimiento, precios,
temperatura). Calcular cudnto

ENACTIVA: simulacion de mercado
con precios que cambian. ICONICA:

calcular Ay/Ax entre dos puntos de la

grafico lineal de los datos. SIMBOLICA:

Datos reales de precio de
productos basicos, papel
cuadriculado.

o
> cambia una magnitud por tabla.
unidad de otra (cm por
semana, soles por kg).
Identificar el maximoyy el ENACTIVA: 'el termémetro humano' Datos OMS de crecimiento
minimo de una grafica. con datos reales. ICONICA: graficary infantil impresos, papel
6o Argumentar en que momento marcar maximo y minimo. cuadriculado A3.

algo crecioé mas rapido o mas
lento. Resolver problemas de
optimizacion sencilla.

SIMBOLICA: describir con palabras y
calcular la tasa en cada intervalo.
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MODULO 6: Graficas de Funciones con Derivadas — Visualizacion Matematica en el

Aula

¢Por qué necesito aprender esto?

Un buen docente de primaria no solo hace que los nifios CONSTRUYAN graficas, sino que los ayuda a
LEERLAS con sentido critico. Para eso necesitas saber qué informacion esta 'escondida’ en una grafica:
si sube, si baja, cuando cambia de comportamiento, cual es el punto mas alto o mas bajo. Eso es
exactamente lo que estudia este mddulo, usando las derivadas como herramienta de analisis.

DEFINICIONES CONCEPTUALES FUNDAMENTALES

Proceso de identificar: dominio, rango, intervalos de crecimiento/decrecimiento,
Analisis de una grafica maximos y minimos, puntos de inflexion, asintotas y comportamiento al infinito.
En primaria: 'leer e interpretar una grafica de barras o lineal'.

Figura 38
Explora con la hormiga: andlisis de una grdfica

D=5 LA CAJA PERFECT/
iAPRENDAMOS A ANALIZAR UNA GRAFICA!
Y : Py /

Volume: 500

(Capacidad de Comida)

***** \ ;

SUBIENDO |
—(Aumenta_| ===
Volumen) !

AJUSTE DE
Volumen=W x L x H

20 3
ANCHO DE LA CAJA (w) Fyg;ggc%_ \

Demasfado
Ancha

Imagina que la grafica es el mapa de una montaiia que nos dice cuanta comida cabe en sus
cajas.

Aqui tienes los pasos para analizarla como todo un experto:

1. El Titulo y los Ejes (¢De qué trata el mapa?)

Lo primero que hace la hormiguita de azul es leer el titulo: "La Caja Perfecta".

La linea que va hacia arriba nos dice el Volumen (cuanta comida cabe).

La linea que va hacia la derecha nos dice el Ancho de la caja.

Analisis: Si la linea de la grafica sube, jcabe mas comida!

2. El Punto Maximo (jLa Cima de la Montana!)

¢Ves donde la hormiguita sefala con su varita? Es el punto mas alto de la curva amarilla.
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¢Qué significa?: Es el tamano exacto de la caja donde cabe lamayor cantidad de
comida posible.

En la grafica: Es el pico. Sila caja es mas flaca o mas gorda que eso, el volumen empieza a bajar
(como se ve en las graficas de la izquierda con la "X" roja).

3. Las Zonas de la Grafica (Subidas y Bajadas)

Zona Creciente: A la izquierda del pico, la linea va hacia arriba. Significa que si haces la caja un
poquito mas ancha, te cabe mas comida.

Zona Decreciente: A |a derecha del pico, la linea baja. Significa que te pasaste de tamarfio y
ahora la caja es menos eficiente.

4. El Ajuste de Optimizacion (jEl toque final')

Mira a la hormiguita de morado con su regla. Ella esta haciendo el "Ajuste de Optimizacion".
Su trabajo es mover las medidas hasta que la "flecha de volumen" lleque justo al
punto MAXIMO.

Ella analiza los numeros ( para que la caja no gaste mucho papel pero guarde todos los
suministros de la colonia.

Punto donde la concavidad de la grafica cambia (de concava hacia arriba a
Punto de inflexion concava hacia abajo o viceversa). f"(x) = 0. En primaria: 'el momento donde la
tendencia de crecimiento cambia de ritmo'.

Figura 39
Explora con la hormiga: representacion del punto de inflexidon

=S LA CAJA PERFECTA

\_ (@ Ahora con optimizacién de esfuerzo
iEL PUNTO DE INFLEXION: EL CAMBIO DE RITMO!

Y Vi PUNTO DE Y TN
INFLEXION™Y | W/ 3]

B/ ;Cuéndo deja ¢ MA! B\ ‘ AJUSTE DE
de ser tan X 7 2\ i Volumen= W x L x H
A\ _tan dificil? = cameio , N\ \ 14 AN >
- \ /EI Punto de| 4 | !
- | (. = ¢ 7

2 - Inflexion!
E= !

=
w
>3
=
|
o
>

w=10
A\ A =50/
w=10 ES |\ Area Max = 50!
pERFECT‘.

=

< 15
ANCHO DE LA CAJA (w)

> /\\\Q Demasiado =

Ancha ej'ofp,b” A
0,

Imagina que la hormiguita motorista va por una montana rusa. El punto de inflexién es el lugar

exacto donde el camino cambia su forma de curvarse.
La Cueva (Cdncava hacia abajo: Mira el inicio de la grafica amarilla en tu imagen. Al principio,

la curva parece el techo de una cueva o un paraguas abierto. La hormiguita siente que el
camino la empuja hacia abajo.
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2.

El Tobogan (Concava hacia arriba): Imagina que después de bajar, el camino se curva como
una "U" o una sonrisa para volver a subir.

El Momento del Cambio: El Punto de Inflexion es ese punto magico donde dejas de estar en
una curva tipo "cueva"y empiezas a estar en una curva tipo "sonrisa".

f'(x) > o: la gréfica tiene forma de 'cuenco' (V). Las tasas de cambio aumentan. En
Concavidad hacia arriba primaria: crecimiento que se acelera (como el precio de algo que sube cada vez
mas rapido).

f'(x) < o: la grafica tiene forma de 'sombrero' (N). Las tasas de cambio
Concavidad hacia abajo disminuyen. En primaria: crecimiento que se desacelera (como el aprendizaje de
una habilidad: al principio se aprende rapido, luego mas lento).

Figura 40
Explora con la hormiga: representacion de la concavidad y sus tipos

[T~C¢  CONCAVIDAD:

‘i)/ iLa Forma de la Curva!
EL PUNTO DE INFLEXION: ;El cambio de ‘triste’ a ‘feliz’!

“Cada vez mas dificil” “Cada vez mas facil”

@

AJUSTE DE
WxLxH

¢Cuando deja
de ser tan

\ an dici? 7 AT YRS
ESFUERZO X | | )

FACILIDAD !
CRECIENTE A Volumen=

DIFICULTAD <
FACILIDAD <

¢ ===y ;Cadavez |,

Concavidad hacia abajo (La Montafia o el Paraguas)
Mira la parte de la grafica que dice "MAS ESFUERZO" (la zona naranja).

La Forma: El camino se curva como el techo de una cueva o un paraguas abierto. Si le
dibujaras ojos, jpareceria una cara triste!

¢Qué siente la hormiguita?: Siente que el camino se va "doblando" hacia el suelo. Empieza
subiendo muy rapido, pero cada vez le cuesta mas y se va aplanando hasta llegar a la cima.
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En tu imagen: Es toda la parte naranja antes del punto de inflexion.
Concavidad hacia arriba (El Valle o la Cuchara)

Ahora imagina que el camino se curva al revés, como la zona de "RITMO MAS
CONSTANTE" si siguiera bajando y luego subiera.

La Forma: El camino se curva como un tazon, una cuchara o una sonrisa gigante.
¢Qué siente la hormiguita?: Siente que el camino la "sostiene". Si soltara una miguita de pan,

rodaria hacia el centro del tazon.

En tu imagen: El punto de inflexion es donde la hormiguita decide dejar de estar en una
"montafa" para pasar a un camino mas suave.

SECUENCIA DIDACTICA CON ETAPASEIS

Tabla 6:

Secuencia diddctica con enfoque en las etapas EIS para el aprendizaje de grdficas de funciones con

derivadas

ENACTIVA (Cuerpo
en movimiento)

ENACTIVA (Mesa de
trabajo)

ICONICA (Imégenes)

SIMBOLICA (Lenguaje
formal)

Actividades

MOVIMIENTO
CORPORAL:
Actividad 'Somos la
grafica': se dibuja en
el suelo del aula (con
cinta) un eje x. Los
estudiantes se
posicionan en
diferentes puntos del
eje. Cada unoindica
con su brazo la
'pendiente’ en ese
punto (brazo
horizontal = cero,
brazo inclinado
arriba = positiva,
abajo = negativa).
Otro grupo adivina
qué funcion estan
representando.

MESA DE TRABAJO
CONCRETO: Con papel
cuadriculado y fichas de
carton con
coordenadas,
construyen punto a
punto la grafica de una
funcidn. Usan hilo/lana
para trazar la curva
entre los puntos.
Identifican con tarjetas
de colores:
rojo=decreciente,
verde=creciente,
amarillo=maximo/mini
mo.

REPRESENTACION
ICONICA: Trazan e
interpretan graficas
con GeoGebra
(software libre, si hay
tablets) o a mano en
papel cuadriculado A3
del grupo. Comparan la
graficadef, f'y f"
visualmente. Disefian
preguntas
pedagdgicas: ';Qué le
preguntaria a mis
alumnos de 5.° sobre
esta grafica?'

REPRESENTACION
SIMBOLICA: Escriben el
analisis completo: dominio,
rango,
crecimiento/decrecimiento
(con desigualdades),
maximos/minimos
(coordenadas), asintotas
(ecuacion de recta).
Conectan con el CNEB:
‘construye e interpreta
graficas lineales; identifica
tendencias' (4.°-6.°).
Elaboran el set de
actividades por grado.
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¢{QUE APRENDE EN

ACTIVIDAD EIS SUGERIDA

MATERIALES

PRIMARIA?

Grafico de barras simple con
datos del aula. Identificar la

ENACTIVA: poner torres de cubos
de distintas alturas. ICONICA:

Cubos de carton, papel
cuadriculado, lapices de colores.

1.°y2.° barra mas altay la mas baja. | dibujar el grafico de barras.
Responder preguntas sobre | SIMBOLICA: escribir el nombre del
la grafica. dato mas alto y mas bajo.
Graficos de barras dobles o ENACTIVA: poner dos filas de Cubos de dos colores, papel
pictogramas. Comparar dos | cubos para comparar. ICONICA: cuadriculado, plumones.
3.2y 4.° grupos de datos. Identificar | grafico de doble barra. SIMBOLICA:
diferencias y similitudes calcular la diferencia entre los dos
entre graficas. grupos.
Graficos lineales: leer, ENACTIVA: representar la curva Datos reales del INEl o SENAMH],
interpretar y describir la con el cuerpo en el suelo. ICONICA: | papel cuadriculado A.
tendencia. Identificar grafico lineal con datos reales.
5.° puntos clave (maximo, SIMBOLICA: describir la tendencia
minimo, quiebre). Usar por escrito.
vocabulario matematico
preciso.
Construir, interpretary ENACTIVA: 'somos la grafica' en el Papel cuadriculado A3, plumones
sustentar conclusiones piso del aula. ICONICA: grafico de colores, GeoGebra en tablet
sobre graficas lineales con completo con colores segun (opcional).
6.° multiples datos. Identificar analisis. SIMBOLICA: redactar el

concavidades (crece rapido
vs. crece despacio). Predecir
valores futuros.

analisis y las predicciones.
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MODULO 7: Integraciéon Didactica — Disefio de Unidad de Aprendizaje Articulada

¢Por qué necesito aprender esto?

Estos tres dias aprendiste mucho de matematica. Ahora llega el momento mas importante: convertir ese
aprendizaje en una UNIDAD DE APRENDIZAJE que podras usar en tu futura aula. No es solo completar
un formato. Es pensar como docente: ;qué quiero que aprendan mis alumnos?, ;como lo voy a
presentar?, ;como sabré que aprendieron? Aqui aprenderas los conceptos curriculares que necesitas para
disefiar una clase de matematica con calidad.

DEFINICIONES CONCEPTUALES FUNDAMENTALES PARA LA PLANIFICACION CURRICULAR

Unidad de aprendizaje
(CNEB)

Situacion significativa

Desempeno de grado

Los 4 procesos didacticos
del area de Matematica
(CNEB)

Evaluacion formativa

Documento de planificacion curricular de mediano plazo que organiza un
conjunto de sesiones de aprendizaje articuladas en torno a una situacion
significativa. Contiene: titulo, situacion significativa,
competencias/capacidades/desempeios, evidencias de aprendizaje, criterios de
evaluacion e instrumento de evaluacion.

Contexto real, retador y relevante que genera necesidad de aprender. Activa las
competencias matematicas. En primaria: 'Organizamos la feria del colegio:
¢cuantos productos necesitamos y a qué precio para no perder dinero?' (involucra
funciones y optimizacion).

Descripcion observable y verificable de lo que hace el estudiante cuando
desarrolla una capacidad en un grado especifico. Son los indicadores del logro de
la competencia. Constituyen la base de la evaluacion formativa en el CNEB.

(2) Problematizacion: presentar la situacion significativa. (2) BUsqueda y
ejecucion de estrategias: el estudiante experimenta, prueba, usa materiales. (3)
Socializacion de representaciones: comparten y comunican sus métodos. ()
Reflexion y formalizacion: sistematizan el aprendizaje y conectan con el
conocimiento formal.

Proceso continuo de recojo y valoracion de evidencias del aprendizaje para
retroalimentar y tomar decisiones pedagdgicas. No es una nota al final — es
informacion para mejorar el proceso. En el CNEB: usa rubricas, listas de cotejo,
portafolios y observacion directa.
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SECUENCIA DIDACTICA CON ETAPASEIS

Tabla 7:

Secuencia diddctica con enfoque en las etapas EIS para la planificacion curricular

<€ ENACTIVA (Cuerpo

en movimiento)

% ENACTIVA (Mesa de
trabajo)

I& ICONICA (Iméagenes)

«= SIMBOLICA
(Lenguaje formal)

Actividades

MOVIMIENTO
CORPORAL:
Actividad de
integracion: 'El
mercado
matematico'. Los
estudiantes simulan
una situacion de
planificacion de
feria escolar en el
patio. Cada grupo
representa:
vendedores
(funciones lineales
de precio),
compradores
(proporcionalidad),
contador
(optimizacion). Se
mueven, negocian,
registran. Vivencian
el contexto antes de
planificarlo.

MESA DE
TRABAJO
CONCRETO: Con
fichas, tarjetas y
material concreto
disefian las
actividades de las
sesiones de su
Unidad de
Aprendizaje.
Seleccionan
fisicamente los
materiales que
usaran sus
alumnos.
Organizan la
secuencia de
modulos con
tarjetas que
pueden
reordenarse
(pensamiento de
diseno curricular).

REPRESENTACION
ICONICA: Elaboran
el mapa de
articulacion DPM-
CNEB en papel A3
grupal. Disefian el
esquema visual de su
Unidad de
Aprendizaje
(diagrama de flujo
de sesiones).
Elaboran el set de
actividades graficas
para distintos grados
con sus respectivas
preguntas
pedagdgicas.

REPRESENTACION

SIMBOLICA:
Completan el
formato MINEDU de
Unidad de
Aprendizaje: titulo,
situacion
significativa,
competencias,
capacidades,
desempefios por
grado, evidencias,
criterios de
evaluacion,
instrumento.
Redactan con
lenguaje curricular
preciso. Integran al
menos dos bloques
del silabo DPM.
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MATERIALES EDUCATIVOS — DiA 3 —MODULOS 5, 6y 7

Materiales de reciclaje \ Materiales a conseguir / comprar

Bloques o cubos de cartdn de diferentes tamaiios Papel cuadriculado A3 (1 hoja por grupo, para la
(para representar valores crecientes/decrecientes) grafica grande)
Cinta de papel (masking tape) para trazar ejesen el | Papel cuadriculado A4 (2 hojas por estudiante —

suelo del aula analisis de graficas)

Tapas de botellas y semillas (para calcular tasa de Fichas de datos OMS de crecimiento infantil (el
cambio promedio concretamente) facilitador las imprime)

Periddicos y revistas con datos estadisticos reales Plumones de colores (verde, rojo, amarillo, azul —
(temperatura, precios, crecimiento) para el codigo de analisis de graficas)

Cajas de carton para simular el 'mercado Tablets o laptops con GeoGebra gratuito instalado
matematico' del mddulo 7 (minimo 1 por grupo de 4)

Hilo o lana de colores (para trazar curvas entre Formato MINEDU de Unidad de Aprendizaje impreso
puntos en el papel cuadriculado A3) (2 por grupo — lo prepara el facilitador)

Carton de cajas de zapatos cortado en tarjetas para | Papel bond A4 (para redactar la Unidad de
planificacion curricular Aprendizaje final)

Envases de plastico con etiquetas recicladas (para el | Sobre manila (para el portafolio final — 1 por
juego del mercado) estudiante)

Botellas plasticas de distintas alturas (para Post-its o tarjetas adhesivas de colores (para el
representar el 'termoémetro humano') disefio colaborativo curricular)
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RESUMEN INTEGRADO DE MATERIALES — LOS TRES DIAS

La siguiente tabla consolida todos los materiales que los estudiantes-docentes deben traer organizados
en sumochila de trabajo para cada jornada. Se distingue entre materiales de reciclaje (gratuitos, de casa)
y materiales basicos de papeleria.

MATERIALES DE RECICLAJE — TRAER DE CASA (Los 3 dias) ‘

4 Cajas de carton pequeiias (cajas de remedios, jabdn, cereales, zapatos): minimo 3

4 Tapas de botellas plasticas de colores variados: minimo 30 tapas por estudiante

4 Frijoles, lentejas, piedritas, semillas secas surtidas: en bolsita ziploc o bolsa plastica

4 Periddicos y revistas viejas con datos numeéricos, tablas, graficas

4 Trozos de lana o cordel de distintos colores: aprox. 1 metro de cada color

4 Botellas plasticas limpias de distintos tamanos (250 ml, oo ml, L)

4 Bolsas plasticas pequeiias con cierre (tipo ziploc) para guardar fichas

4 Envases de yogurt limpios y secos: minimo 2

4 Arcilla o plastilina de colores: 1 paquete pequeio

4 Tiza de colores (si tienen en casa): 4-5 tizas

MATERIALES BASICOS DE PAPELERIA — TRAER O COMPRAR ‘

4 Papel cuadriculado A4: minimo 6 hojas (2 por dia)

4 Papel bond A4 en blanco: minimo 5 hojas

4 Plumones delgados de colores: set de 4 colores minimo (verde, rojo, azul, negro)

4 Lapiz de grafito y borrador

4+ Reglade3ocm

4+ Tijeras (1 por estudiante)

4+ Masking tape o cinta adhesiva (1 rollo pequefio por grupo — pueden compartir)

4 Cartulina de colores A4: minimo 4 hojas de distintos colores

4+ Post-its o papel adhesivo de colores (si tienen acceso): 1 bloc pequefio

4+ Sobre manila A4 para el portafolio final (Dia 3)

4 Su silabo DPM impreso (para consulta permanente)
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RECURSOS DIGITALES (Dia 3 — traer si tienen) ‘

4 Laptop o tablet personal con GeoGebra instalado (www.geogebra.org — descarga gratuita)

4 Teléfono inteligente con GeoGebra app (disponible gratis en Play Store / App Store)

4 Cable USB o adaptador si necesitan cargar el equipo durante la jornada

4 Cuenta de correo electrdnico activa para recibir materiales del facilitador

CAPITULOV

Diseinio e implementacion de la Unidad Didactica
"Descubrimos las reglas que gobiernan el mundo”

UNIDAD DIDACTICA

Descubrimos las Reglas que
Gobiernan el Mundo

Funciones, Cambio y Pensamiento Matemdtico
articulados con el CNEB — Educacidn Primaria 1.° al 6.° grado

3 dias 7 Médulos 6 Grados
De taller de aprendizaje 1.°al6.°

@ Enfoque [ Area Ano lectivo
Etapas EIS de Bruner: Enactiva - Iconica - Matematica (Desarrollo del Pensamiento 2026 — | Trujillo, Peru
Simbodlica Matematico)

I. DATOS GENERALES DE LA UNIDAD DIDACTICA

et edlnesiie Universidad Nacional de Trujillo - Practica en Educacion Primaria

Area curricular Matematica

Grados 1.°—2.°—3.°—4.°—5.°—6.° de Educacion Primaria

Ciclos CNEB 1l (2.°-2.%) - IV (3.%4.%) - V (5.°-6.°)

e G el 3 dias de taller - 7 mddulos - aprox. 18 horas pedagdgicas
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Equipo docente del Departamento de Ciencias de la Educacion — UNT (véase

Docente responsable .
autoria)

Etapas Cognitivas EIS — Bruner (1966): Enactiva — Icdnica — Simbdlica
Enfoque pedagégico

Curfade d reEendE Curriculo Nacional de Educacion Basica (CNEB) — MINEDU Peru

Afo lectivo 2026 — | Semestre

Il. PRESENTACION Y FUNDAMENTACION

¢De qué trata esta Unidad Didactica?

Esta Unidad Didactica lleva por nombre "Descubrimos las Reglas que Gobiernan el Mundo" porque su proposito
central es que los estudiantes —futuros docentes de primaria— descubran que detras de cada situacion cotidiana (los
precios del mercado, el crecimiento de una planta, la temperatura del dia) existe una regla matematica que puede
expresarse, graficarse y ensefarse.

La unidad abarca tres grandes bloques matematicos: Funciones y Relaciones (Dia 1), Limite y Continuidad (Dia 2) y
Derivada e Integracion Didactica (Dia 3). Estos contenidos del area de Desarrollo del Pensamiento Matematico (DPM)
se articulan directamente con las competencias, capacidades y desempefios del CNEB para cada grado de primaria.

El enfoque pedagogico es el modelo de Etapas EIS de Jerome Bruner (1966): todo concepto matematico se aprende
primero con el cuerpo (Enactiva), luego con imagenes y diagramas (lconica) y finalmente con simbolos y féormulas
(Simbolica). Esta secuencia no es optativa — es la base cognitiva del aprendizaje significativo (Ruiz, Romero, Vasco y
Paucar (2024).

¢Por qué es importante para un futuro docente de primaria?

Un docente que comprende la estructura matematica subyacente a los contenidos que ensefia puede formular mejores
preguntas, disefiar mejores actividades y anticipar los errores de sus estudiantes. No se trata de ensefiar calculo
diferencial en primaria — se trata de entender por qué la 'tabla del 3' es una funcidn, por qué la 'regla de tres' es
proporcionalidad directa, y por qué 'leer una grafica' involucra razonamiento sobre limites y continuidad.

Nota sobre los dos niveles de esta Unidad Diddctica: las secciones Ill a VI que siguen estan redactadas desde
la perspectiva del aula real de primaria —con "“estudiantes” refiriéndose a los nifios de 1.°a 6.° grado del C.E.
"Los Matemadticos del Mafiana”—, pues este es el plan de sesion que el docente en formacidn disefia durante
el taller para implementarlo posteriormente con sus propios estudiantes durante su practica pre-profesional.
Durante las tres jornadas del taller (Capitulos Il a 1V), en cambio, es el propio docente en formacion quien
recorre la progresion EIS en el rol de aprendiz, para luego adaptar y aplicar esta misma Unidad con sus
estudiantes de primaria.
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Il. SITUACION SIGNIFICATIVA

La Gran Feria Escolar de Matematica

Los estudiantes de primaria del C.E. 'Los Matematicos del Mahana' quieren organizar una feria escolar para recaudar
fondos para su biblioteca. Pero hay un problema: no saben cdmo fijar los precios para no perder dinero, no saben cuantas
unidades producir para maximizar las ganancias, y no saben cdmo presentar los datos de ventas a los padres de familia
en graficas claras.

¢Como pueden las matematicas ayudar a organizar esta feria de la forma mas justa y eficiente posible?

@ Reto del Dia1 {4 Reto del Dia 2 & Retodel Dia3

¢Cual es la REGLA de precios de tu ¢Las ventas son continuas o hay 'saltos'? ¢En qué momento ganamos MAS?

producto? (Funciones) ¢Hacia donde TIENDE la demanda? ¢Como presentamos los resultados?
(Limite y continuidad) (Derivada y visualizacion)

¢Por qué esta situacion es significativa?

Porque involucra dinero real, decisiones reales y presentaciones reales — tres elementos que los nifios de primaria encuentran
completamente relevantes. Ademas, activa de forma natural las 4 competencias matematicas del CNEB: Cantidad (precios y
ganancias), Regularidad y cambio (reglas de correspondencia), Gestion de datos (graficas y estadistica) y Forma y
movimiento (geometria de las graficas).

IV. PROPOSITOS DE APRENDIZAJE Y EVIDENCIAS

4.1 Competencias y capacidades del CNEB

COMPETENCIA CNEB ‘ CAPACIDADES QUE ACTIVA MODULOS DPM VINCULADOS
Resuelve problemas de regularidad, Matematiza situaciones - Comunica Médulos 1, 2, 5
equivalencia y cambio comprension - Usa estrategias -

Razonay argumenta

Resuelve problemas de cantidad Matematiza situaciones - Usa Mddulos 1, 2
estrategias - Razonay argumenta

Resuelve problemas de gestion de Comunica comprension - Usa Médulos 3, 4, 6
datos e incertidumbre estrategias

Resuelve problemas de forma, Comunica comprension - Razonay Médulos 5, 6
movimiento y localizacion argumenta
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4.2 Desempenios por grado (extraidos del CNEB)

CiCLO

GRADO

DESEMPENO CNEB (Regularidad y

cambio)

Identifica datos en problemas que
presentan modelo de repeticion (hasta 3

CONEXION CON DPM

Par ordenado vivido con el cuerpo. La
posicion en el patron es el 'dominio' y el

11 1.°y2.° . \ )
elementos) o de recurrencia, y los elemento es el 'rango’.
expresa en patrones de repeticion.
Establece relaciones entre los datos de Funcion f(x) = nx. Tabla T como
v o o una situacion de equivalencia y los representacion iconica. Proporcionalidad
37 Y4 expresa en un modelo de ecuacion o directa simple.
funcidn con una operacion.
Establece relaciones entre datos de una f(x) = kx. Grafica en plano cartesiano.
Vv o situacion de regularidad y los expresa en Interpretacion de k como precio unitario
5 una funcion de proporcionalidad directa o tasa de cambio.
de forma tabular, grafica y simbodlica.
Establece relaciones entre datos de una f(x) = mx + b. Pendiente m como tasa de
Vv 6.0 situacion de cambio y los expresa en una cambio. Lectura e interpretacion de

funcion lineal de forma tabular, graficay

graficas con derivada informal.

simbdlica, e interpreta los valores.

4.3 Evidencias de aprendizaje

¢QUE PRODUCE EL ESTUDIANTE?

¢COMO LO DEMUESTRA?

Tarjeta de patron: secuencia de al menos

Explica oralmente: 'La regla es que

1.°y2.° 6 elementos con colores/formas y la siempre va primero ___yluego___".
regla escrita en palabras sencillas. Continva el patrén dado por el docente.
Tabla T de doble entrada con al menos 5 Lee la tabla y dice la regla: 'Para saber el
3.°y4.° paresy la regla expresada con una resultado, multiplico la entrada por ___".
operacion. Dibuja el diagrama de flechas.
Tabla de proporcionalidad + grafica de Predice un valor no tabulado usando la
5.° puntos en papel cuadriculado + regla regla. Explica por qué la grafica pasa por
escrita como f(x) = kx. el origen.
Tabla + grafica en plano cartesiano + Calcula la pendiente entre dos puntos.
6.0 regla f(x) = mx + b + interpretacion Interpreta: ';Qué significa m en este

escrita de my b en el contexto real.

problema?' Identifica maximos'y
minimos en la grafica.
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V.ENFOQUES TRANSVERSALES Y VALORES

ENFOQUE TRANSVERSAL ¢COMO SE REFLEJA EN ESTA UNIDAD?

La situacion de la feria escolar implica tomar decisiones que benefician a todos

Orientacion al bien comun L .
(biblioteca del colegio), no solo a unos pocos.

Todos los roles de la feria (vendedor, contador, disefiador de gréficas) son
Igualdad de género ejercidos indistintamente por nifias y nifios. Los materiales usan nombres de
ambos géneros.

Los ejemplos de la situacion significativa incorporan productos y contextos

Interculturalidad ; - . - . , .
propios de la regidn La Libertad (yuca, cafa de azucar, artesania de Trujillo).

Los materiales de taller son mayoritariamente de reciclaje. Se reflexiona sobre el

Desarrollo sostenible o . . -, .
desperdicio y el costo medioambiental de la produccion en la feria.

Las actividades enactivas permiten la participacion de estudiantes con distintas
Inclusion habilidades. Los diagramas visuales apoyan a quienes tienen dificultades con el
texto escrito.

[ VI. SECUENCIA DIDACTICA — LOS TRES DIiAS

Estructura general de cada sesion:

Cada modulo sigue siempre la misma estructura: (1) Inicio con el reto de la feria escolar, (2) Actividades EIS —
enactiva — iconica — simbolica—, (3) Cierre con reflexion y conexidn al CNEB.

Los 4 procesos didacticos del CNEB estan integrados: Problematizacion — Busqueda de estrategias —
Socializacion — Formalizacion.

DiA1 - MODULO 1
Del Producto Cartesiano a las Funciones

(JAprox. 2.5 horas | CNEB: Regularidad, equivalencia y cambio - Cantidad

Propdsito de la sesion:

Los estudiantes comprenden qué es una funcién como 'regla que conecta dos conjuntos de forma
Unica', identifican dominio y rango, y conectan estos conceptos con los patronesy tablas de
proporcionalidad de primaria.

Inicio — Problematizacion (15 min)

La docente presenta el reto: 'En nuestra feria, cada producto tiene UN precio fijo por unidad. Si un producto
cuesta S/3, scuanto cuestan 1, 2, 3, 4, 5 unidades?' Los estudiantes responden oralmente. La docente
pregunta: ';Puede el mismo numero de unidades tener DOS precios distintos?' Aqui nace la idea de funcidn.
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Desarrollo — Etapas EIS (90 min)

ENACTIVA

ICONICA

SIMBOLICA

(cuerpo en movimiento)

Los estudiantes forman parejas:
uno es el 'numero de entrada'y
otro el 'precio de salida'. Se paran
en el espacio: si entras con el
numero 3, tu pareja debe pararse
en el lugar del g (x3). La docente
pregunta: ';Puede el nUmero 3
tener dos parejas distintas?' Sino
puede — es funcion.

Actividad 'La Maquina Humana':
una caja de carton grande con
dos agujeros. Por un lado entran
tarjetas con numeros, por el otro
salen tarjetas con el resultado.
Los demas advinan la regla.

(imagen/dibujo)

Construyen una Tabla T en papel
cuadriculado: columna 'Entrada
(x)'y columna 'Precio (y)".
Completan 5 filas. Dibujan el
diagrama de flechas entre dos
6valos (dominio — rango).
Colorean el dominio de azul y el
rango de verde.

Grafican los pares ordenados en
papel cuadriculado. Preguntan:
¢Los puntos forman una linea
recta? ;La linea pasa por el
origen?

(simbolo/formula)

Escriben la regla: f(x) = 3x.
Identifican: dominio = {1,2,3,4,5},
rango = {3,6,9,12,15}. Verifican:
f(4) = 12. Preguntan: ;Qué es k en
f(x) = kx? ;Qué representa en el
contexto de la feria?

Test del lapiz vertical: dibujan una
funcion y una no-funcion. Aplican
el test. Concluyen por escrito: 'f
es funcion porque...'

ACTIVIDAD
CONCRETA

PREGUNTA GUIA del docente

MATERIALES

Patron rojo-azul-rojo- ¢Cudl tapa va en el lugar 7? Tapas de botellas (rojo/azul),
RN azul: continvan la ¢Como lo sabes? ;Siempre hay cartulina.
secuencia con tapas de una sola respuesta?
botellas coloreadas.
Tabla del 3: llenan una ¢Laregla siempre da el mismo Fichas de carton, papel
o.. o | TablaTconentradas - resultado para el mismo nimero? | cuadriculado Ag.
3"Y & 10y salidas ¢Eso la hace funcion?
multiplicadas por 3.
Mercadito: calculan el ¢La grdfica pasa por el origen? Papel cuadriculado Ag, regla,
o preciode 1a8unidades | ;Qué significaria que NO pasara? | fichas de precio.
> de su producto. Grafican
en papel cuadriculado.
Dos productos: uno con | ;Por qué una linea pasa por el Papel cuadriculado A3,
f(x) = 2x y otro con f(x) = | origen y la otra no? ;Qué plumones de colores, regla.
6.° 2X + 5 (costo de representa el 5 en la sequnda?
delivery). Grafican
ambas.
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Cierre — Reflexion y formalizacion (15 min)

Pregunta de cierre: ';Qué tienen en comun una tabla de precios, la tabla de multiplicar y una gréfica de
puntos en linea recta?' Los estudiantes responden en tarjetas. La docente formaliza: todos son funciones
lineales. Conecta con el CNEB: 'Esto es exactamente lo que ensefiaran en 5.°y 6.° grado'.

DiA1 - MODULO 2

Algebra y Composicién de Funciones
(JAprox. 2 horas | CNEB: Regularidad, equivalencia y cambio - Cantidad

Propdsito de la sesion:

Los estudiantes comprenden la composicion de funciones como 'cadena de reglas’, la funcidn inversa
como 'deshacer’, y la proporcionalidad directa e inversa, conectando todo con las operaciones en

cadena de primaria.

Inicio — Problematizacion (20 min)

Los estudiantes calculan en grupo.

La docente plantea: 'El precio de fabricar un producto se calcula asi: primero multiplica el costo del material
por 2 (funcion g), luego suma S/3 de ganancia (funcion f). ;Cuanto cuesta producir si el material cuesta S/5?"

Desarrollo — Etapas EIS (8o min)

ENACTIVA

(cuerpo en movimiento)

ICONICA
(imagen/dibujo)

SIMBOLICA
(simbolo/formula)

Dos 'maquinas humanas' en fila:
el primer grupo aplica la regla x2
(g), el segundo aplica +3 (). Una
tarjeta entra en la primera
maquina, el resultado pasaala
segunda. Los demas registran los
valores.

Juego del 'Deshacer': si la
maquina g aplico x2, la maquina
inversa gt aplica +2. Un grupo
deshace lo que hizo el otro. El
resultado final debe ser el
numero de partida.

Diagrama de flujo en papel:
numero — [x2] — resultado
parcial — [+3] — resultado final.
Flechas de colores. Tabla de tres
columnas: x| g(x) | f(g(x)).

Dos tablas lado a lado: una de
proporcionalidad directa (razon
constante) y una de
proporcionalidad inversa
(producto constante). Los
estudiantes identifican cual es
cual.

Escriben: (feg)(x) = f(g(x)) = 2x + 3.
Calculan para x = 5: g(5) = 10, f(20)
=13. Verifican con la tabla.
Escriben: y = kx (directa, k =
razon)yy = k/x (inversa, k =
producto). Calculan k en sus
propios datos de la feria.
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ACTIVIDAD
CONCRETA

PREGUNTA GUIA del docente

MATERIALES

Cadenade
transformaciones:

¢Qué le pasd al numero? ;Puedes
deshacer la cadena para volver

Fichas numeéricas, tabla sencilla
en hoja bond.

(inversa) vs
precioxcantidad
(directa). Graficar
ambas.

1.°y2.° | 'doblael ndmero, luego | alinicio?
sumale 1'. Fichas con
numeros del 1 al 5.
Operaciones inversas: si | ;Siempre puedes deshacer? ;Qué | Fichas numeéricas, papel
x4 parairde3zaiz, +4 operacion es la inversa de cuadriculado Ag.
3.°y 4.° para volverde 12 a 3. multiplicar por 4?
Completar tabla de 'ida
y vuelta'.
Regla de tres directa: ¢La razén precio/metro es Papel cuadriculado, regla, datos
o tabla de precio de tela siempre la misma? ;Eso qué tipo | del mercado.
5 (S/8 por metro). Calcular | de proporcionalidad es?
3.5 m, 7m. Graficar.
Comparar directa e ¢Cdmo sabes cudl es directa y Papel cuadriculado A3,
inversa: cudl inversa sin ver la grdfica? calculadora, plumones.
velocidadxtiempo = ¢Qué pasa con el producto x-y?
6.0 distancia constante

Cierre — Reflexion y formalizacion (10 min)

Conexion con primaria: 'Cuando un nifio de 3.° resuelve: el triple de un nUmero y luego le resto 2 — esta
aplicando composicion. La regla de tres de 5.° es proporcionalidad directa. La distribucion de Utiles entre
grupos es proporcionalidad inversa. Ahora lo sabéis formalmente.'

DiA2 -

MODULO 3

Limite — La Tendencia Detras de los Datos
(JAprox. 2 horas | CNEB: Regularidad y cambio - Gestién de datos

Propdsito de la sesion:
Los estudiantes comprenden que el limite es 'el valor hacia donde tiende una funcién', distinguen los
limites laterales, e identifican asintotas. Conectan este razonamiento con la lectura de tendencias en
graficas estadisticas de primaria.
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Inicio — Problematizacion (20 min)

La docente muestra una grafica de ventas de la feria escolar con una tendencia que se aplana. Pregunta: ';A
cuantas ventas diarias llegara esta feria si sigue creciendo? ;Seguira creciendo para siempre o hay un
maximo?' Este es el punto de entrada al concepto de limite.

Desarrollo — Etapas EIS (80 min)
ENACTIVA

ICONICA

SIMBOLICA
(simbolo/formula)

(cuerpo en movimiento)

Actividad 'Caminar hacia la
pared': los estudiantes caminan
hacia una pared pero se detienen
a1metro, luego a 5o cm, luego a
25.cm... cada vez mas cerca pero
sin tocarla. La pared ES el limite.
El 'termdmetro humano': una fila
de estudiantes a distintas alturas
representando temperaturas a lo
largo del dia. Identifican
visualmente a qué temperatura
'tiende' la tarde.

(imagen/dibujo)

Grafica de una funcidn que se
acerca a una linea horizontal: los
estudiantes trazan la asintota con
plumon rojo. ‘;La grafica toca
esta linea alguna vez?'

Tabla de valores donde x va
creciendo (1, 10, 100, 1000): los
estudiantes calculan f(x) = 1/xy
observan que se acerca a o sin
llegar.

Notacion: lim(x—oo) 1/x = 0.
Asintota horizontal: y = o. Limites
laterales: aproximar desde la
derecha (x—3*) y desde la
izquierda (x—37) en una grafica
con salto.

Regla del limite: existe solo si lim
derecho = lim izquierdo. Calculan
y concluyen en cada caso.

ACTIVIDAD
CONCRETA

PREGUNTA GUIA del docente

MATERIALES

Secuencia que se ¢Llegard alguna vez a cero? ;O Fichas con nUmeros, papel
1.0y 2.0 Iacerca,: 1o’, 5, 2.5,1.25... | solose acerca? bond.
¢A qué numero nos
acercamos?'
Grafica de barras de ¢En qué semana la temperatura Graficas impresas, regla,
o. o | temperaturasemanal. parece estabilizarse? ;Hacia qué | plumdn rojo.
3 Y4 Trazan la'linea de valor tiende?
tendencia' con regla.
Gréafica de ventas con Si la tendencia continua, ;shay un | Papel cuadriculado A4, datos
tendencia. Extiendenla | mdximo? ;Puede vender infinito? | impresos, regla.
5.° lineay predicen:
';Cuantas ventasen la
semana 107’
Tabla de f(x)=1/x para x ¢Qué pasa si x = 0? ;Podemos Papel cuadriculado A3,
6.0 grandes. Grafican. dividir entre cero? ;Qué significa | GeoGebra si hay acceso.
i Identifican asintota eso en la grdfica?
horizontal y vertical.
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Cierre — Reflexion y formalizacion (10 min)

estamos formalizando hoy.'

Reflexion: 'Cuando en una gréfica de 4.° preguntas: ;hacia donde va esta tendencia?, estas usando
razonamiento de limite. No necesitas la notacion formal, pero el pensamiento es el mismo. Eso es lo que

DiA2 - MODULO 4

Continuidad — ;Por qué Algunas Graficas Tienen Saltos?
(JAprox. 2 horas | CNEB: Regularidad y cambio - Gestion de datos

Propdsito de la sesion:

Los estudiantes comprenden los tres tipos de discontinuidad, el Teorema del Valor Intermedio, y los
conectan con la lectura critica de graficas estadisticas en primaria.

Inicio — Problematizacion (10 min)

La docente muestra dos gréficas: la temperatura durante el dia (continua, sin saltos) y el precio del
producto de la feria con descuento por volumen (salto abrupto al cruzar 10 unidades). Pregunta: ';Por qué
una grafica es suave y la otra tiene un salto? ;Afecta eso como la lees?'

Desarrollo — Etapas EIS (80 min)

ENACTIVA (cuerpo en

movimiento)

ICONICA
(imagen/dibujo)

SIMBOLICA
(simbolo/formula)

Actividad 'El camino sin huecos':
los estudiantes forman un 'camino
humano' (continuo). Luego uno se
sienta 'y hay wun ‘'hueco'
(discontinuidad evitable). Luego
un grupo salta a otra altura
(discontinuidad de salto).

Juego del TVI: 'ayer hacia 15°C,

hoy hace 28°C. En algun
momento del dia hizo
exactamente 20°C? Los

estudiantes votan. Discuten por
qué la respuesta es siempre Si sila
temperatura es continua.

Dibujan las 3 discontinuidades en
papel: hueco (evitable), salto (de
salto), explosion  (esencial).
Colorean con codigo de colores.
Graficas estadisticas reales: datos
de temperatura de Trujillo.
Identifican si hay 'huecos' o 'saltos'
y los clasifican.

Condiciones de continuidad en
x=a: (1) f(a) existe, (2) lim existe,
(3) son iguales. Verifican en
ejemplos concretos.

Enuncian el TVI con sus palabras:
'Si la funcion es continua en [a,b],
toma todos los valores
intermedios’. Aplican a tres
situaciones cotidianas.
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GRADO

ACTIVIDAD CONCRETA

PREGUNTA GUIA del docente

MATERIALES

Grafica del clima del dia
con una barra faltante.

Sia las 8am hacia 18°y a las
12m hacia 26°, ;en algun

Graficas simples impresas,
lapices de color.

graficas distintas.
Justifican por escrito.

1.°y2.° '¢Qué paso ese dia?' momento hizo 22°? ;Como lo

Estiman el valor. sabes?

Grafica de asistencia ¢Hay dias con datos ‘raros'? Datos de asistencia impresos,

escolar. Identifican dias ¢Qué pudo haber pasado? ;Es un | papel cuadriculado.
3.y 4.° con datos faltantes o error o una discontinuidad real?

saltos inusuales.

Precio con descuento: ¢Por qué hay un salto en x=10? Papel cuadriculado Ag,

grafica f(x) = 5 six<1ioy ¢Es un error del grdfico o refleja plumones de colores.
5.° f(x) = 3 six>10. algo real?

Identifican el salto.

Analisis completo: ¢Cual discontinuidad puede Papel cuadriculado A3,

clasifican 'repararse'? ;Cual no? ;Qué GeoGebra si hay acceso.
6.° discontinuidades en 4 contexto real justifica un salto?

Cierre (20 min)

Plenaria: Cada grupo explica un tipo de discontinuidad con un ejemplo de la feria escolar. La docente cierra:
'Leer si una grafica tiene saltos o no es una competencia del CNEB desde 4.° grado. Ahora tenéis la base
conceptual para ensenarlo bien.'

DiA3 - MODULO 5

Derivada — ;Cuando Estamos Ganando Mas?
(U Aprox. 2.5 horas | CNEB: Cantidad - Regularidad y cambio - Gestidn de datos

Propdsito de la sesion:
Los estudiantes comprenden la derivada como ‘'tasa de cambio instantanea’, aplican la regla de la
potencia, identifican funciones crecientes/decrecientes y encuentran maximos y minimos. Conectan con
la lectura de variaciones en tablas de primaria.
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Inicio — Problematizacion (15 min)

derivada.

La docente muestra una tabla de ganancias horarias de la feria: Hora 1: S/20, Hora 2: S/35, Hora 3: S/45,
Hora 4: S/48, Hora 5: S/44. Pregunta: ';En qué hora ganamos mas por cada hora adicional trabajada? ;Las
ganancias siempre aumentan? ;Hay un momento donde es mejor cerrar?' Esta es la puerta de entrada a la

Desarrollo — Etapas EIS (100 min)

ENACTIVA

(cuerpo en movimiento)

Actividad 'Caminar mas rapido
0 mas lento': los estudiantes
caminan por el aula a distintas
velocidades. Lento = funcion
que crece poco. Rapido =
funcion que crece mucho.
Detenidos = maximo o minimo.
Observan y registran.

El 'Termédmetro Humano': fila
de estudiantes a distintas
alturas representando
temperaturas. Identifican el
maximo (persona mas alta), el
minimo (mas baja) y los tramos
que suben/bajan.

ICONICA
(imagen/dibujo)

Construyen una tabla con
columna extra 'variacion' (Ay =
y_actual - y_anterior).
Colorean en verde las
variaciones positivas (crece) y

en rojo las negativas (decrece).

Grafican la funcion de
ganancias en papel
cuadriculado. Trazan la recta
tangente en cada punto con
una regla. Comparan
inclinaciones: ;cuando es mas
inclinada?

SIMBOLICA (simbolo/férmula)

Calculan la tasa de cambio
promedio entre horas
consecutivas: TCP = Ay/Ax.
Identifican en qué hora fue
mayor.

Regla de la potencia: f(x) = x2
— f'(x) = 2x. Verifican: en x=3,
la pendiente es 2x3=6.
Comparan con la pendiente
visual en la grafica.

ACTIVIDAD CONCRETA

PREGUNTA GUIA del docente

MATERIALES

';Cuanto mas?' entre
valores consecutivos: 3,
5, 8, 12. Diferencias: +2,

¢Las diferencias son siempre
iguales? ;Van creciendo o
decreciendo?

Semillas para contar, fichas de
carton.

diferencias. ¢;En qué
semana crecio mas?

o o
1.7y 2. +3, +4. ;Crece mas
rapido?
Tabla de crecimientode | ;Hubo alguna semana donde no | Datos de planta impresos,
planta: altura por crecio? ;Como lo sabes con la papel cuadriculado.
3.9y 4.° semana. Columna de tabla?
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Tasa de cambio
promedio: TCP = (y,-

5.° y1)/(X2-X1) en datos reales
de temperatura.

¢En qué periodo cambié mas
rapido la temperatura? ;Como
loves en latabla? ;Y en la
grdfica?

Datos de clima de Trujillo,
papel cuadriculado Ag.

f'(x) para polinomios
simples. Identificar
maximos/minimos.
Interpretar: 'scuando fue
el pico de ventas?'

6.°

Sifi(x) > o, ;qué pasa con las
ventas? Sif'(X) =0, ;qué acaba
de ocurrir?

Papel A3, GeoGebra, plumones
de colores.

Cierre (15 min)

Optimizacion en la feria: 'Usando la derivada, determinamos que el pico de ganancias ocurre en la hora 4.
A partir de la hora 5, las ganancias bajan. La decision 6ptima es cerrar después de la hora 4.' Los estudiantes
escriben en su ficha: '¢Como explicarias a un nifio de 6.° cuando estan en el maximo de algo?"

DiA 3 - MODULO 6

Graficas — Como Leer e Interpretar Visualmente
(JAprox. 2 horas | CNEB: Gestién de datos - Forma y movimiento

Propdsito de la sesion:

Los estudiantes realizan el analisis completo de una gréfica (dominio, rango, crecimiento, extremos,
inflexion, asintotas), distinguen concavidades y formulan preguntas pedagdgicas para distintos grados

de primaria.

Inicio — Problematizacion (20 min)

modulo.

La docente muestra la grafica completa de ganancias de la feria a lo largo del dia. Pregunta: ';Qué historia
cuenta esta grafica? ;Cuando fue el momento de mas ganancias? ;Hubo algun momento donde las
ganancias crecian cada vez mas rapido? ;Y donde frenaban?' Cada pregunta corresponde a un concepto del
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Desarrollo — Etapas EIS (80 min)

ENACTIVA
(cuerpo en movimiento)

ICONICA

(imagen/dibujo)

SIMBOLICA
(simbolo/formula)

Actividad 'Somos la grafica': se
trazan ejes en el suelo con cinta.
Cada estudiante es un punto.
Sefialan con el brazo la pendiente
en su posicion (arriba = positiva,
horizontal = cero, abajo =
negativa). El grupo identifica
maximos y minimos.

Codigo de colores en la gréfica:
verde = tramo creciente, rojo =
tramo decreciente, circulo
amarillo = maximo o minimo,
tridangulo morado = punto de
inflexion.

Dibujan una grafica de tipo U
(cuenco) y una de tipo N (arco).
Identifican: en U las pendientes

crecen — crecimiento acelerado.

En N las pendientes decrecen —
crecimiento frenado.

Con GeoGebra (si hay acceso) o
papel A3: grafican f(x) = x3-3xy
su derivada f'(x) =3x2 - 3.
Observan la relacion: donde f
tiene maximo, f' = o.

Analisis completo por escrito:
dominio R, rango, intervalos
creciente/decreciente, maximos
con coordenadas, punto de
inflexion, asintotas.

Preguntas pedagodgicas: cada
estudiante formula 3 preguntas
sobre la grafica para su grado
asignado (1-2, 3-4, 5-6).
Intercambian y evaluan la
pertinencia.

ACTIVIDAD CONCRETA = PREGUNTA GUIA del docente MATERIALES
Pictograma de frutas ¢Como lo sabes sin contar? ;Qué | Pictogramas impresos, lapices
favoritas. ';Cual eslamas | parte de la grdfica miras de colores.

1.°y2.° elegida? ;Cuallamenos?' | primero?
Grafica de barras de ¢En qué dias subid la asistencia? | Datos de asistencia, plumones
asistencia. Colorear en ¢En qué dias bajoé? ;Hubo dias verde y rojo.

3.0y 4.0 verde las barras mas altas | iguales?
que la anterior.
Grafica lineal de ventas. ¢En qué punto es mds inclinada Papel cuadriculado Ag, regla,
Trazar la recta tangente la recta tangente? ;Qué significa | plumon.

5.0 en distintos puntos con eso en términos de ventas?
regla.
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Analisis completo de una | ;Ddnde esta el punto de Papel cuadriculado A3,

grafica cubica. Identificar | inflexion? ;Cémo cambia la GeoGebra, plumones.
o los 7 elementos del ‘curva'de la grdfica en ese
6.
protocolo. punto?

Cierre (20 min)

Galeria de graficas: cada grupo pega su grafica analizada en la pared. Los demas hacen observaciones con
post-its. La docente cierra: 'Saber leer una grafica es saber hacer preguntas. Hoy aprendieron las preguntas
que hay que hacer.'

CONCLUSIONES

La presente propuesta sostiene, con base en la literatura revisada, que el enfoque de las etapas
cognitivas Enactiva, Iconica y Simbdlica (EIS) de Jerome Bruner (1966) constituye una base
cognitiva solida y pertinente para la ensefianza del pensamiento matematico en la formacion
inicial de docentes de Educacion Primaria. Al articular contenidos de Calculo —relaciones,
funciones, limite, continuidad y derivada— con las competencias, capacidades y desempefos
del Curriculo Nacional de Educacion Basica (CNEB) del Pery, la guia tiende un puente entre la
matematica superior y la practica pedagdgica del aula, permitiendo que el futuro docente
comprenda el fundamento matematico de contenidos que ensefiard en los seis grados de
primaria.

La progresion EIS —de la accion corporal a la representacion iconica y, finalmente, al lenguaje
simbdlico— opera en esta propuesta como un principio rector no optativo: ningun concepto
matematico deberia presentarse de forma simbdlica sin haber transitado antes por la
experiencia concreta y visual. Este principio, aplicado de manera sistematica a lo largo de los
siete mddulos y las tres jornadas de trabajo, ofrece a los docentes en formacidon un modelo
replicable para el disefio de sus propias secuencias didacticas.

El uso deliberado de materiales de bajo costo, mayoritariamente de reciclaje, evidencia que la
calidad didactica no depende de recursos costosos, sino de un disefio pedagdgico intencional.
Asimismo, la integracion final en una Unidad de Aprendizaje articulada con el CNEB —con
situacion significativa, evidencias, criterios e instrumentos de evaluacion formativa— demuestra
la aplicabilidad directa de la propuesta en la practica pre-profesional del futuro docente de
primaria.

Se recomienda validar empiricamente esta propuesta en futuras investigaciones, mediante su
implementacién con muestras de docentes en formacion, asi como explorar su extension a otras
areas de la matematica escolar y a otros niveles de la Educacion Basica Regular.
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CENTRO DE INVESTIGACIONES
Y CAPACITACIONES
INTERDISCIPLINARES

CICI

Formacion del Pensamiento Matematico
en Docentes de Educacion Primaria;

Una Propuesta Didactica desde los Fundamentos del Célculo
y las Etapas Cognitivas Enactiva-Icénica-Simbodlica (EIS)

SINOPSIS

¢Como lograr que un futuro docente de primaria ensefie matematica
con seguridad y sentido, en lugar de repetir féormulas que no
comprende? Esta guia didactica responde a esa pregunta desde una
propuesta tan rigurosa como aplicable: llevar los fundamentos del
Célculo —funciones, limite, continuidad y derivada— hasta el aula de
primaria, transitando siempre por las tres etapas cognitivas de
Jerome Bruner: la acciéon corporal (enactiva), la representacion visual
(iconica) y el lenguaje matematico formal (simbdlica).

Organizada en tres jornadas de trabajo y siete médulos tematicos, la
obra articula cada secuencia didactica con las competencias,
capacidades y desempenos del Curriculo Nacional de Educacion
Basica (CNEB) del Perq, del 1.° al 6.° grado de primaria. Incluye listas
de materiales educativos de bajo costo y mayoritariamente
reciclables, pensadas para que el taller sea replicable en cualquier
institucion educativa del pais, y culmina con el disefno guiado de una
Unidad de Aprendizaje completa.

Un principio recorre todo el texto: ningin concepto matematico
deberia presentarse en forma simbdlica sin haber pasado antes por
el cuerpo y la imagen. Esta obra ofrece a los docentes en formacion
—y a sus formadores— una herramienta que tiende un puente entre -
la matematica superior y la practica real del aula, contribuyendo a
mejorar la ensefianza del pensamiento matematico en la educacion
primaria peruana.
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